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Zur Quantelung der Wellenfelder
Von L. Rosenfeld

Einleitung

Wesentliche Fortschritte in der Formulierung der all-
gemeinen Quantengesetze der elektromagnetischen und mate-
riellen Wellenfelder haben neuerdings Heisenberg und Pauli?)
erzielt, indem sie die von Dirac erfundene ,Methode der
nochmaligen Quantelung® systematisch entwickelten. Neben
gewissen sachlichen Schwierigkeiten, die viel tiefer liegen, trat
dabei ecine eigentiimliche Schwierigkeit formaler Natur auf:
der zum skalaren Potential kanonisch konjugierte Impuls ver-
schwindet identisch, so daf die Aufstellung der Hamilton-
schen Funktion und der Vertauschungsrelationen nicht ohne
weiteres gelingt. Zur DBeseitigung dieser Schwierigkeit sind
bisher drei Methoden vorgeschlagen worden, die zwar ihren
Zweck erfiillen, aber doch schwerlich als befriedigend betrachtet
werden konnen.

1. Die erste Heisenberg-Paulische Methode ist ein rein
analytischer Kunstgriff.?) Man fiigt zur Lagrangefunktion ge-
wisse Zusatzglieder hinzu, die mit einem kleinen Parameter &
multipliziert sind und bewirken, daB der obenerwidhnte Im-
puls nicht mehr verschwindet. In den SchluBresultaten muB
man dann zum Limes ¢ = 0 itbergehen. Die ¢-Glieder fithren
aber zu unphysikalischen Rechenkomplikationen?®) und zerstoren
die charakteristische Invarianz der Lagrangefunktion gegen-
iiber der Eichinvarianzgruppe.

2. Die zweite Heisenberg-Paulische Methode*) benutzt
hingegen wesentlich diese Invarianz. Dem skalaren Potential

1) W. Heisenberg u. W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 56. S. 1. 1929;
ebenda 59, S.168. 1930. Im folgenden mit H.P. I hzw. II zitiert.

2) H.P. I, S.24--26, 30f.

3) Vgl. L. Rosenfeld, Ztschr. f. Phys. 58. 8. 540. 1929,
4) H.P. IL

Annalen der Physik. 5, Folge, 5. 8



114 L. Rosenfeld

wird ein bestimmter, beliebiger Wert, z. B. Null, gegeben; dann
liefert die Hamiltonsche Methode eine Bewegungsgleichung
weniger. Lautet nun die fehlende Gleichung C = 0, so findet
man auf Grund der Eichinvarianz der Hamiltonfunktion
(' = konst. Die Wahl des Wertes 0 fiir diese Konstante be-
deutet die Beschrinkung auf eines von verschiedenen unter-
einander nicht kombinierenden Termsystemen. Das Auszeichnen
einer Komponente des Viererpotentials bringt aber mit sich
die Notwendigkeit eines Beweises fiir die relativistische
Kovarianz des Verfahrens; und dieser Nachweis ist sehr
mithsam.

3. Die Fermische Methode?) besteht auch im Hinzufiigen
von Zusatzgliedern zur Lagrangefunktion derart, dafl kein
Impuls mehr identisch verschwindet. Damit die so erhaltenen
Feldgleichungen mit den gewdhnlichen iibereinstimmen, miissen
gewisse Nebenbedingungen erfiillt sein; es muB dann gezeigt
werden, daBl, wenn diese Nebenbedingungen auf einem Schnitt
t = const gelten, sie sich dann von selbst im Laufe der Zeit
fortpflanzen. Der Nachteil dieser Methode ist der, dafl wiederum
die Eichinvarianz zerstort wird.

Nun ist das identische Verschwinden der genannten Im-
pulskomponente keineswegs eine vereinzelte Erscheinung; denn
der Grund dafiir ist eben die Eichinvarianz der Lagrange-
funktion, wie eine leichte, weiter unten ausfithrlich dargelegte
Uberlegung zeigt. Analoges, d. h. allgemeiner das Auftreten
von identischen Relationen zwischen den Variablen und den
konjugierten Impulsen, ist in allen Fallen zu erwarten, wenn
die Lagrangefunktion eine geeignet gebaute Gruppe ge-
stattet. Bei der niheren Untersuchung dieser Verhiltnisse an
Hand des besonders lehrreichen Beispieles der Gravitations-
theorie, wurde ich nun von Prof. Pauli auf das Prinzip einer
neuen Methode freundlichst hingewiesen, die es in durchaus
einfacher und natiirlicher Weise gestattet, das Hamiltonsche
Verfahren beim Vorhandensein von Identititen auszubilden,
ohne den Nachteilen der bisherigen Methoden ausgesetzt zu
sein. Im folgenden wird der Gegenstand zuniichst vom all-

1) Vgl. H.P. 11, S. 171, Fufinote.
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gemeinen gruppentheoretischen Standpunkt behandelt, sodann
an Hand verschiedener physikalischer Beispiele illustriert.})

Erster Teil: Allgemeine Theorie

§ 1. Ansétze iiber die Lagrange-Funktion
und die zugrunde gelegte Gruppe

Wir betrachten irgendein dynamisches System, definiert
durch FeldgroBen @ (2}, z%, 2% z%, welche von den Raum-
koordinaten z!, x?, z* und von der Zeitkoordinate z* = ¢t (und
wicht, wie bei H. P., z¢=ict!) abhingen. Uber die Lagrange-
funktion & (Q; 6Q /dz) brauchen wir keine Annahme zu machen,
solange wir im Rahmen der klassischen Theorie bleiben, d. h.
mit lauter c-Zahlen operieren; betrachten wir aber die Varia-
beln @ als g-Zahlen (wihrend die Raumzeitkoordinaten immer
c-Zahlen bleiben), so miissen wir beriicksichtigen, dal der Satz
von der Ableitung einer Funktionenfunktion seine allgemeine
Giiltigkeit verliert?); wollen wir also (und das wird der Fall
sein) gewisse Kigenschaften der Lagrangefunktion, die aus
diesem Satz flieBen, beibehalten, so sind wir gendtigt, iiber
die Funktion & solche einschréinkenden Annahmen zu machen,
daB die betreffenden Eigenschaften trotz des Versagens des
genannten Satzes giiltig bleiben. Es zeigt sich nun, daB diese
Kinschrinkungen zwar vom mathematischen Standpunkt sehr
weitgehend sein miissen, dall sie jedoch bei den physikalisch
interessanten Lagrangefunktionen erfilllt sind. Sie betreffen
einmal die analytische Beschatfenheit der Lagrangefunktion:
diese soll hdchstens quadratisch in den Ableitungen der @,
sein; ferner die Reihenfolge der miteinander nicht vertausch-
baren GroBen.

Zur Abkiirzung schreiben wir oft (),  statt E-Q%, auch

dx
Q, statt Q ,= %ﬁ% Ferner unterdriicken wir die Summa-

1) Hier machte ich ein fiir allemal betonen, daB die in den Arbeiten
H. P. I und II behandelten Spezialfille mir oft den Weg zur gewiinschten
Verallgemeinerung zeigten. Es hiitte wenig Zweck, im folgenden jedes-
mal darauf hinzuweisen.

2) Vgl. ILP. I, S. 18, ferner S. 14, FuBnote 1.
8*
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tionszeichen gemidf der bekannten Regel. Mit diesen Fest-
setzungen lantet nun unser Ansatz fiir die Lagrangefunktion:

v 22=0Q,,%Q)Q, +Q,,8" @ + 2 Q)Q,,+CQ.

Obwohl nur die (), mit den @, nicht vertauschbar sind,
miissen wir doch auch fiir die anderen Ableitungen an einer
bestimmten Reibenfolge festhalten; denn gewisse Operationen,
z. B. d/dz*, verwandeln die betreffenden Groflen in andere,
die untereinander nicht mehr vertauschbar sind, so daf das
Resultat einer solchen Operation von der urspriinglichen Reihen-
folge abhangt.

Da die c-Zahlitberlegungen oft an Allgemeinheit und Ele-
ganz iiberlegen sind, wollen wir sie im folgenden zuweilen zur
ersten Ubersicht benutzen und nachher die firr die q-Zahl-
theorie erforderlichen Modifikationen andeuten. Um aber un-
notige Wiederholungen zu vermeiden, reden wir auch bet
c-Zahlen von Vertauschungsrelationen, wobei wir natiirlich die
korrespondierenden Poissonschen Klammersymbole meinen.

Nun zur Definition der Transformationsgruppe, welche die
Lagrangefunktion (in einem n#her zu prazisierenden Sinne) ge-
statten soll. Ks liegt uns in dieser Untersuchung keineswegs
daran, die groBtmogliche Allgemeinheit anzustreben, sondern
die Darstellung nur so allgemein zu halten, dab in den physi-
kalischen Anwendungen die tieferen Zusammenhiinge klar her-
vortreten. Wir fragen also nicht nach der allgemeinsten Gruppe,
die bei gegebener Lagrangefunktion Identititen von der oben
besprochenen Art zur Folge hat, sondern wir legen eine spe-
ziellere, wenn auch ausgedehnte, Klasse von kontinuierlichen
unendlichen Gruppen zugrunde, von der wir zeigen, dafl sie
bei beliebiger Lagrangeschen (¢-Zahl-)Funktion zu Identi-
taten fithren.!)

Wir charakterisieren unsere Gruppe durch ihre infinitesi-
male Transformation; wir nehmen an, daBl sich sowohl die z*
wie die ¢, auf bestimmte Weise transformieren, und zwar

1) Die dabei benutzte Methode gibt {ibrigens sofort die Antwort
auf die eben aufgeworfene allgemeine Frage. Bei speziellem Bau der
Lagrapgefunktion braucht die Gruppe sogar nicht unendlich zu sein,
um Identititen zu bedingen.
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hingen die §z” bzw. @, ab von r, willkirlichen reellen Funk-
tionen & (z) (r = 1,2,...7,) und ihren Ableitungen bis zur
Ordnung k bzw. j; die Koeffizienten dieser Ableitungen sollen
reell sein und (hierin liegt die Spezialisierung der Gruppen)
in 27 nur von den z”, in J¢, nur von den 2 und dem @,
(und nicht von den Ableitungen der () abhéingen. In Formeln:

| ¥ ¥, T Y, O YV, el kg
ox = arso(;‘n]g (m) + a,’ (:5) J?—g-; 4 a,’ (;;:) __g___é.ﬁ__.}_J
dx o0x*-e 0
; r a 6 r
@) }80u= & (0 QF @) + ¢ (5 Qo=
gt ol &
+ €Car (@, Q) PRI

Dazu kommt noch die wesentliche Voraussetzung, dafi?)

(3) j>k+ 1.

Was die Vertanschungseigenschaften der in (2) vorkommenden
Funktionen betrifft, so sollen die & c-Zahlen sein und diese
Eigenschaft bei allen Transformationen der Gruppe (2) be-
halten (wie es ja der Festsetzung, daB die & nur von den z¥
abhingen, entspricht., Da die @ nur von den z” abhiingen,
diirfen wir sie gleichfalls als c-Zahlen betrachten. Dann sind
auch die dz* c-Zahlen, wie es sein mufl, damit wir die z”
selber als ¢-Zahlen behandeln diirfen.

Die wichtigsten in der Physik vorkommenden Gruppen
fallen unter diesen Typus (vgl. den zweiten Teil dieser Arbeit).

Es bleibt jetzt noch iibrig, auszudriicken, daB das Integral

fﬁ dz!dz® dzd dz

bei den Transformationen (2) invariant bleibt. Zu dem Zwecke
fithren wir zuniichst einige Begriffe ein.
Neben die ,lokale* Variation 0 @ (z, Q, 0Q/0z,...) tritt

die ,substantielle Variation
(4) Fo=s— 2 55,
dx”
. A 't
1) Wir setzen g =& und =Y =0.

[1]

[2]

[4]

[3]
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wenn wir die transformierten GroBen mit einem Strich ver-
sehen, so ist

0D = ' [25¢(2);...] — Pl2;Q@);...7,
wihrend
Y= e Q@) ]— D25 Q@5 .. .]

bedeutet. Daraus folgen unmittelbar die wichtigen, auch fiir
g-Zahlen giiltigen Formeln‘

(5) #2% .2 po,
da’ dx’

(6) 5 d@ d dd dﬁ.r'f’ .
da” dx¥ dx? dx?

Eine Grofe & heifit eine skalare Dichte (in bezug auf die
Gruppe), wenn sie folgende Transformationseigenschaft hat:
M O R + ».;;iT R oa*) =0,
oder auch nach (4)

®) IR+ 87 L8

Grofien hingen im a,llgememen von zweierlel Indizes ab:
erstens von Indizes e, 8,7, ..., deren Wertbereich derjenige
vom Index e in @, ist, zweitens vom Indizes u.v,..., die,
wie der Index von z*, von 1 bis 4 laufen. Insbesondere ver-
tritt der Index r von £7 ein oder mehrere Systeme von In-
dizes (&, f,...; @y ?,...), die in einer beliebigen eindimen-
sionalen Folge numeriert sind. Die Indizes von der Art
¢, B, ... konnen auch ihrerseits mehrfach sein und inshesondere
Systeme von Indizes u, #,... enthalten.

Ein kontravarianter Tensor A ¢” wird definiert durch die
Transformationseigenschaft

(9) §Eav = Fan 392" _ g, 909

dax® d Qa

im Falle der g¢-Zahlen enthilt diese Krklarung wegen des
unterstrichenen Gliedes eine Willkiir, welche wir durch die
Festsetzung

36Q, 38Q, 859,
» g g frt
K <o =2\ %" 3¢, t5q 2

[5]

[6]
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beseitigen; dabei bezeichnet xt das hermitisch konjugierte
(adjungierte) von z. [Im folgenden gebrauchen wir allgemein
die Bezeichnung
g =}z +a7).)

Durch diese Festsetzung bleibt ein hermitischer Tensor nach
einer beliebigen Transformation der Gruppe hermitisch.

Ein kovarianter Tensor K _, hat die Transformations-
eigenschaft:

” - dox® - 006
10 B, s, o I
( ) ay o dx? By UQﬁ b

analog zu (9) und (10) wird die Variation des gemischten
Tensors A ﬁ___?f’-—- av.. =€~ gebildet.

Eine Tensordichte =7 transformiert sich wie das Produkt
eines Tensors J(¢» mit einer skalaren Dichte §, also:

ddx? _ Qb 55@;3 _ Qav @aﬁ_“

11 AV — Qa - . .
Al o8 e dxt 0 &, daxt

.
i)

Jetzt sind wir imstande, die Invarianzforderung beziiglich
der Lagrangefunktion £ zu formulieren. Damit n#mlich das

Integral f Qdztda® da® dz* invariant ist, soll nach bekannten

" -
eine skalare
dx*

Schliissen ) & bis auf eine Divergenz L' ==

Dichte sein. In Formeln:

(12) SE+ )+ @+ X2 _ .

dx?* a

Da es uns, wie gesagt, nicht auf die groBte Allgemeinheit
ankommt, wollen wir uns damit begniigen, der Reihe nach
folgende chrakteristische Fille zu behandeln:

1°¢ = 0, d. h. @ ist selber eine skalare Dichte:

(13) 5.0 20

dx?

1) Vgl. etwa E. Noether, Gott. Nachr. 1918. 8. 211. — Die

¥

Divergenz -C;jr tritt dann auf, wenn das Integral f & dx!...dz*
x

nicht bei beliebigem Integrationsgebiet invariant ist, sondern nur wenn
die 8 am Rande verschwinden,
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2°% enthilt die zweiten Ableitungen

= ._éi“@a__ =
Q””'Q - fax¥dxe
nur linear, d. h.
i d
(14) L=—p-[f722(@ Qo, o]

dax

und es ist § = 0 [vgl. Formel (3)].

In beiden Fillen zerfallt die Untersuchung in zwei Schritte:
a) Durchfihrung des erweiterten Hamilton schen Verfahrens;
b) Beweis der Kovarianz desselben beziiglich der betrachteten
Gruppe.

Wir beginnen mit dem ersten Falie.

§ 2. Die konjugierten Impulse und die Identitiiten

Von jetzt an legen wir also die Forderang (13) zugrunde.
Wir setzen zunichst

T . O
(15 LT
und nehmen als Impulse
08
16 e=Rad = ——_ .
) Br=gpei = 22

Beschrinken wir uns zuerst auf die klassische (¢c-Zahl-)
Theorie.

Ersetzen wir in (18) die 0Q_, ¢,,, und Jz* durch ihre
Werte (2), (6) als Funktionen der & und Ableitungen, so be-
kommen wir mehrere Identititen, indem wir ausdriicken, daB
die Koeffizienten der einzelnen Ableitungen von £7 identisch
verschwinden sollen. Diese Identitiiten enthalten aber im all-
gemeinen die ¢ mnicht nur durch die soeben eingefithrten
Funktionen P#, sondern auch in anderen Verbindungen (z. B.
durch die anderen Pe?, » = 4); fir die Auflosung des Glei-
chungssystems (16) nach den Qa bieten sie also kein Interesse:
sie stellen einfach Beziehungen dar, die jede Lisung Qa (@,B)
dieses Systems von selbst erfillllt. Wesentlich anders liegen
aber die Verhiltnisse, wenn einige der betrachteten Identitéiten
nur die @  (nebst réumlichen Ableitungen) und die P+ ent-
halten: sie bedeuten dann, dafl die Gleichungen (16) nicht alle
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voneinander unabhiingig sind, so daf die allgemeine Ldsung
von gewissen willkiirlichen Parametern (genauer: Raumzeit-

funktionen) abhangt.
Nun tritt der letztere Fall bei der Gruppe (2) immer auf.
Die hochsten in (13) vorkommenden Ableitungen von &7 sind die

aj-]-i E?‘
3z’ dz® da’

nach der Voraussetzung(3) lauten die entsprechenden Identitaten

(17¢) Y Zsﬁw ¢l =0,

wobel die Summe sich ither alle Permutationen der Zahlen

v, 6,...,t erstreckt. Fir »r =06 = ...7 =4 hat man ins-
besondere

@ pbdod .
(18¢) Pec . =0:

da nun die ¢ nur die ¢, enthalten, haben wir in (18¢) 7,
Identitéten von der zuletzt besprochenen Form vor uns, welche
wir ,.eigentliche* Identititen nennen wollen. Es ist ferner leicht
einzusehen, dafl im allgemeinen (d. h. falls die Lagrangefunktion
keine spezielleren Eigenschaften besitzt) keine weiteren eigent-
lichen Identititen vorkommen. Die allgemeinste Losung @,
@, P, ) von (16) hingt also von r, willkiirlichen Para-
metern 4 ab.

In den bisherigen, in der Einleitung erwihnten Methoden
half man sich entweder durch Zerstéren der Invarianzeigen-
schaft der Lagrangefunktion (1. und 3. Methode) oder durch
Auszeichnung einer speziellen Lisung Qa @, B, 1% (2. Methode).
Im Gegensatz dazu ist der Grundgedanke der neuen Methode
der, die Hamiltonsche Funktion in der iiblichen Weise mittels
der allgemeinen Lisung @a (@, P, ) mit unbestimmten 4~ zu
konstruieren, ohne sich zunéchst um die eigentlichen Identitiiten
zu kiimmern: Feldgleichungen und Vertauschungsrelationen
haben die kanonische Form, die ersteren enthalten die A7.
Zu diesem kanonischen Schema kommen schlieBlich die eigent-
lichen Identititen als Nebenbedingungen hinzu. Wir werden

1) Den Nummern der Formeln, die nur fiir ¢-Zahlen unbeschriinkte
Giiltigkeit besitzen, wird der Buchstabe ¢ angehiingt.

[7]
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sehen, daf diese Methode aufler ihrer Kinfachheit noch den
grofen Vorteil hat, daB der Kovarianzbeweis des Verfahrens
ohne Schwierigkeit durchfithrbar ist.

§ 3. Ubergang zu den ¢-Zahlen

Zuvor miissen wir untersuchen, wie sich beim Ubergang
zu den g-Zahlen die eben geschilderten Verhiltnisse gestalten.
Nach (1) launtet dann (15):

(19) Por = Lo +perh =pe,
mit
(20) par = YavibuQy , + Ber.

Durch einen Strich iiber einen Index von der Art w:j@ deuten
wir an, daB er nur von 1 bis 3 liuft; fiir itberstrichene Indizes
soll die Regel vom Weglassen des Summenzeichens ebenfalls
gelten. Mit dieser Bezeichnung schreiben wir nach (19) und (20)

1) [F =
p“ :?f[aﬂQg"I”@as

22 Filha- o
De =Uaki BuQy 4 4 Bt
gesetzt ist. HKs ist in diesen Formeln
Neav; bu = Ybuiar,
inshesondere

QI“ﬁ = mﬁa,

angenommen worden, was natiirlich keine Kinschrénkung be-
deutet.

Die Uberlegung des vorigen Paragraphen liefert jetzt statt
(17¢) und (18¢)

(23) 2 Sl T

und

(24) ¢t pe =0,

Da insbesondere (24) in den ), identisch gilt, so ist nach (21)
(25) e, U= 0,

(26) ¢t Pe = 0:
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die Koeffizienten der Lagrangefunktion miissen w. a. diese Be-
ziehungen erfiilllen, damit & die verlangte Dichteeigenschaft
haben kann. Die Relationen (25) und (26) heben wir fiir
spiteren Gebrauch hervor.

Nun aber konnen wir nicht Weiterkommen, ohne etwas
iiber die Vertauschungsrelatumen @, Q] zu wissen. Wenn
wir die Q als Funktionen der @, und f+ kennen wiirden,
$0 konnten wir den Wert von FQQ, Qﬁ] aus den kanonischen
Vertauschungsrelationen, die wir, wie gesagt, beizubehalten
wiinschen, ableiten. Es ist indessen nicht einmal von vorn-
herein sicher, ob wir aus (21) die (Qﬁ als Funktionen der
Matrizen P+ ableiten konnen, oder nur als Funktionen
der Matrizelemente von P2. Der einzige Ausweg ist der,
daB wir versuchsweise eine Annmahme iiber [@ , ¢ 5] machen,
auf Grund deren die Losung von (21) die Gestalt @ (@, %, 4)
annimmt und nachher priifen, ob die gemachte Annahme mit
den kanonischen Vertauschungsrelationen vertréglich ist.

Eine naheliegende Annahme ist folgende: die [, Qﬂ]
sollen schiefe Funktionen') von den @, und ¢, 5, nicht aber
von den ¢, (bzw. den ) sein. (Ob dabei, wenn _ und Q
im selben Punkt genommen sind, unbestimmte Faktoren, wie & (0 )
vorkommen, ist gleichgiiltig). Fithren wir einige unmxttelbare
Folgerungen dieser Annahme an:

1. Nach (20) sind ebenfalls die [, p#*] und [Q_,p#f*7]
schiefe Funktionen der ¢, und ¢, ; allein.

2. Die [@,, Q,], [,, p#*] und [@,, p#*1] sind mit jeder
Funktion der ¢, und ¢, ; vertauschbar.

3. Es ist
(27) (@2 pP7] = [Q,, PP~ T].

Infolgedessen kann man statt (23) und (24

@) > orrper =0,

(29) Fo=ct Pe =0
schreiben.

Aus (25) folgt nun, daf die N linearen (leichungen
(21) AbQy+ QpUAbe = 2 (P — Do)

1) Eine g-Zahl x heiBt schief, wemn o7 = — .

11

[8]
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nicht alle unabhiingig sind, sondern daB ihre Determinante |9(#|
den Rang N —r, hat. Da sie symmetrisch ist, gibt es einen [9]
von Null verschiedenen Hauptminor vom Grade N —7,; die
dazu beziiglichen Indizes wollen wir mit einem Strich versehen:

9¥ 40,
wihrend die fiibrigen doppelt gestrichen seien: e, £7, .-
Die Determinante |~ #|, sowie ihre reziproke |fu 4|, sind
symmetrisch und es gilt:

(80) AUE Uy = 37,
wobei d% wie iblich gleich 0 oder 1 ist, je nachdem « %
oder ¢ = 8.

Gelingt es also, eine spezielle Losung Qﬁ" @, PB) von (21)
zu finden, so hat die allgemeinste Lésung die Form:

('L)ﬂ = Qﬂo + A?‘ mﬁr!
wo die A7r, willkiirliche Parameter und z, 1, unabhingige
Losungen der homogenen (Gleichungen
APy, + g, AP = 0

darstellen. Nach (25) kénnen wir nun

wihlen und schreiben:

(31) Q= Q0+ I ¢, %

Ferner behaupte ich, dafl
Qp =+{Upy (B — D7) + (B — D) Uy o}
Qg =0

eine spezielle Liosung von (21) ist; ist dies nachgewiesen, so
ist uns die Auflosung von (21) nach den Qﬂ wirklich gelungen:
denn die Losung (31) hat offenbar die verlangte Eigenscharft,

daB vermoge der kanonischen Vertauschungsrelationen [¢)_, Qﬁ]
eine schiefe Funktion der ¢, und @ _,; wird.

Durch Einsetzen von (32) in die linke Seite von (21), [10]
die wir fiir einen Augenblick ¥, nennen wollen, bekommt man

(32)

12
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To= F W {Up (B — D) + (P — D) Uy}
+ Uy B — D7) + B — D)Wy | WP
=Bkl — )1 Yy
+ FAF[P — DY, Uy p] + [ Upy, P — DU
— U Uy (B — D)+ (B — DY)y W,
wegen der Folgerung 2 aus unserer Annahme, Fir ¢ = ¢ [11]

ist bereits nach (30)
Ta' — 2(%&’
Nun sind nach der Theorie der linearen Gleichungen

und unter Benutzung unserer Annahme iiber [@,, Q 5] die
Identititen (29) Aquivalent mit

%aﬂf — QIU'” pf ﬂﬂ’ y’ %rr
und ebenso (26) dquivalent mit

@ah‘ G %[tl” ﬁr 2[‘8’ ?’ @?’ ;

folglich ist auch
20" — D),

womit der Nachweis, daB (81), (32) die allgemeinste Ldsung
von (21) im Einklang mit den kanonischen Vertauschungs-
relationen darstellt, vollstindig erbracht ist. [12]

§4. Aufstellung der Hamiltonfunktion

Klassisch lautet die Hamiltonfunktion
9 =90, —&;
von jedem quantenmechanischen Ansatz miissen wir nun ver-
langen, daf
d% R
33 e = —
(33) TG, 70
eine Kigenschaft, die sich fiir die Durchfiihrung der Theorie
als unentbehrlich erweisen wird.
Nun ist

(%)‘B“= (#ﬁa)r@a-lr (aaQ(ff; ) g d

ayy

[13]

13
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0
und nach (31), (32) enthalt ( J ) nicht mehr die P

@
0Qy,5 /%
folglich diirfen wir schreiben:

(_5%:2:)%“= ("Z’iw) i (%)ma' il
Die gewiinschte Kigenschaft (38) hat also der Ansatz
(34) H=0,%8 —2.
Da nach (25) und (26)
2[Q; @, B, W] = 2@, "

1st, konnen wir schreiben gemill der Bezeichnung (29)

(35) D=9, + ¥,
mit [14]
(36) @0 = Q“go S'BG — 8 [Q: QO(Q’ ﬂs)] .

Nun setzen wir die kanonischen Vertauschungsrelationen an
- {[Q 0, @y ()] =[P (), P/ ()] = 0, y
(Ber), Q) =0 a2 d @ — 1), 0 =5+,
sowie die Feldgleichungen
QAR
[EX S
wobei die Bezeichnung

(39) Qiafﬂd:cld:ﬂzdﬁ

[15]

(38)

gebraucht ist; das Integrationsgebiet muBl so gewithlt werden,

daB die FeldgroBen am Rande konstante Werte annehmen

und zwar solche, daB £ dort verschwindet. [16]
Zu (37) und (38) kommen noch als Nebenbedingungen die

eigentlichen Identititen (29) ¥, = O hinzu. Aber es mub be-

wiesen werden, daBl es erlaubt ist, die g-Zahlen $, alle gleich-

zeitig gleich Null zu setzen; mit anderen Worten, daB die .

untereinander vertauschbar sind, wenigstens auf Grund der

Nebenbedingungen ¥ = 0 selber.

14
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Die jetzt folgenden Betrachtungen dienen nicht nur zu
diesem Zwecke, sondern sind auch fiir den spiter zu er-
bringenden Kovarianzbeweis grundlegend.

Wir definieren zuniichst den Impuls-Energie-Pseado-
tensor 1)

(40) ®h = P* 0o, u— 0.8,

sodann die Impuls-Energie-Pseudodichte

(41) G, =6, =P, . — . 8,

deren vierte Psendokomponente die Hamiltonfunktion (34) ist:
H=0,=6!..

Die Komponenten des Gesamtimpulses sind dann &,
die Gesamtenergie 9.

Die V.-R. (Vertauschungsrelationen) von § mit den
@, P sind durch (38) gegeben. Was die @; betrifft, so
finden wir zun#chst auf Grund von (37)

[ [@? (t), Qa )] =@ —a—@f— dx — 1),
da?
. ddx —1)
[G5;(), Pet)] == 0P ——F 5

ox?

sodann
e daad
[@5 , @ (Q: iE‘)] = W hc}—:t:{ ’
allgemeiner also

=16, 0@, %, 2+ 02
x ox

Daraus folgt unmittelbar
(44) ®,,©,]=0:
ein Ausdruck fiir die Vertauschbarkeit der Differentiationen

__”ddv , dessen physikalischer Inhalt in der zeitlichen Konstanz
i

(43) o

der @, als Folge der Gleichungen (38), (37) besteht.?)

1) Der Vorsatz ,Psendo” deutet an, dab die betreffenden GriBen
keine Tensoren sind.

2) Falls die ir x* explizite enthalten, gilt (44) erst auf Grund der
Nebenbedingungen (29),

15
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§ 5. Quantenmechanischer Ausdruck
der infinitesimalen Transformation der Gruppe

In diesem Paragraphen beweisen wir den Satz:

(45) 0 & OQ, P =M, O],
wobel
(46) M= P9Q, — G, dar.

Dies soll auf Grund der Feldgleichungen (38) und der V.-R.
(37) gelten, unter der Voraussetzung (13), dafl Q eine skalare
Dichte ist.

Um diesen Satz zu bheweisen, geniigt es zu zeigen, daB

{ © &Q, = [, Q,],

= w3+ = [, $).

Nach (37) und (42) ist, wenn man bedenkt, daB 0@,

nach (2) nur die @, (nicht die P2) enthiilt,

(B, Q] = w0Q, — =L 3oF —[375-5, Q..
Nun ist, nach H.P. I, Formel (20),
([6779,9,)=0 2850 _ 5.5, 0.,

Bt

e EICEE) d d@z*9)
024, P =—u« -

(48) L t}?ﬂs ] ”{ 6 Q, da? aQa v }

o= ddxt 09D
- 05 (5, B+ 0 g0 TG,

Folglich gilt tatsiichlich, mit Riicksicht auf (4), die erste
Formel (47), wenn man noch die erste Feldgleichung (38)
benutzt.

Analog findet man unter Beriicksichtigung der zweiten
Formel (48}, der zweiten Feldgleichung (38) und der Formel {33)

[93? %]~-—W—J‘ s ey ‘B“JmJ
(49) 1 _ d‘-B a\ 4,_{_ EBcw d;::
006G, doaxt  d
— e RB @ a »,
e, ¥ T B

16
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Es bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daB die rechte Seite
von (49) gleich * P+ ist. Berechnen wir also direkt o e, oder
vielmehr allgemeiner d%B*. Zuniichst gilt:

o _ 80y ag 899G,
(50) 52]3 = 6 (agaﬂ) - ani-' - éQﬁ'F"- | éQ“"’ ’

und zwar bel ¢-Zahlen allgemein, bei g-Zahlen jedenfalls, wenn

00 .
& die Form (1) hat und —; 3 2 die ¢, baw. P nicht ent-

hilt, DaB letzteres in unserem Falle zutrifft, zeigt die For-
mel (6), welche ergibt:

'3@6;:5%.“ agi { d_ Q Qg, d&ao}

006Gy o A0’
= aQ aa“’ - dx® Jﬁ '
Dies, in (50) eingesetzt, liefert

ad Qﬂ dda” a(m
$ - %ﬁy + % w’“’ 6Qa ¥
benutzen wir jetzt (13), so kommt‘.
ey , 909G, W, 402’ 0y d02°
(61) Py =— P4 a0, +S:B'!____'_$ PP

d. h. wie der Vergleich mit (11) lebrt: =~ ist eine Tensor-
dichte. Aus (51) folgt nun sofort mit Riicksicht auf (4) fiir
0* Pe = 0* Pat der Ausdruck (49).

Somit ist die Formel (45) bewiesen.

§ 6. Die J, als spezielle infinitesimale Transformationen

Betrachten wir einen bestimmten, aber beliebigen Schnitt
zt= g% Auf diesem Schnitt betrachten wir die Transforma-
tionen unserer Gruppe (2), welche durch die Forderungen

¢ T §—=1 gr
Erenem () == ) 20

al'o z‘:zu‘ aﬁl’.‘"”'a.’l?z x‘:zﬂ‘

52) | (_6_33_5_) — 0, wenn nicht alle o, .., 7 gleich 4 sind,
—

T . -B:ET m‘:zo‘

o ™
\ (6‘:0‘)3 ahe=ggd

definiert sind, wobei die & beliebige Raumfunktionen sind.
Annalen der Physik. b, Folge, 5. 9

[20]
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Wegen der Voraussetzung (3) fithren diese Transforma-
tionen nicht aus dem Schnitt 2*= 2 % heraus. -Sie bilden in
jedem Punkte dieses Schnittes eine endliche kontinuierliche
Untergruppe der Gruppe(2), deren infinitesimale Transformation
nach (45) und (46) gegeben ist durch

w8 QP =[5, o).

(Hierin sind @, B, §§, fir #*= 2* zu nehmen.)

Der zweite Fundamentalsatz von Lie iiber endliche Trans-
formationsgruppen besagt, angewandt auf diese Untergruppe,
daB in jedem Punkte des Schnittes

.[gr? [3‘9? (D]] P [%n’ [t&r? q)]] = st[%‘, (’p]
gilt, wo die 6:8 die vom Punkte (z, 22, 3 =x,% abhingigen
yotrukturkonstanten# der Gruppe sind. Nach der Jacohbischen

Identitit fiber Klammersymbole wird die linke Seite einfach
gleich

[[8}! %,-]r d’]?

also bekommen wir

(53) (&0 &1 =9, 5.

Daraus folgt die zur Begriindung des in § 4 dargelegten
Verfahrens noch notige Tatsache, daB auf Grund von § =0
die ¥ untereinander vertauschbar sind.

§ 7. Die infinitesimale Transformation M
als Integral der Bewegung

Kehren wir einen Augenblick zur reinen c¢-Zahltheorie
zuriick. Setzen wir

(54) M = Per 50, — &, I v
und
(55)  quo 08 d 82

aQa - dx® aQa.v :
so ist, wie leicht zu sehen, die Voraussetzung (13) gleich-

bedeutend mit
dm

da?

(86¢) 4+ Q2 8*Q, = 0;

18
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beriicksichtigt man nun, daB nach (46) und (54)
M = M4
und entsprechend der Bedeutung der Bezeichnung (39) [24]

d M

dx¥

ist, so folgt aus (56¢c)

(57¢) IR . T

dxt

Nun sind bekanntlich die Hamiltonschen Gleichungen (38)
[vermége der eigentlichen Identititen (29)] Aquivalent mit den
Lagrangegleichungen

L=,
Nach (57c) gilt somit, auf Grund von (13) und (38)
dM
(58) "&F' = 0 .

Die Gleichung (56¢) 1aBt sich nicht auf g-Zahlen iiber-
tragen. Die Ableitung von (58) gelingt jedoch unter Benutzung
der namlichen Voraussetzungen {13) und (38), bloB in etwas
anderem Zusammenhang. Die beiden Relationen (13) und (38)
wurden zur Ableitung der Formeln (43) und (45) wesentlich
gebraucht. Wenden wir diese letzteren auf die Identitat (5)
an, wobei @ nur von ¢ und P abhiingen moge: [25]

[T, (8, @] - [3, @ ¢]] + o 23, @],

LT

[[@_,; ﬁ] + co-a?'_’ q)] =0

nach der Jacobischen Identitit, oder schlieBlich

Insbesondere ist also C;% eine (eventuell von z* abhingige)

¢-Zahl. Nun kann diese ¢-Zahl, als Summe von lanter g-Zahlen,
nichts anderes als Null sein. Diesen SchluB bestitigt iibrigens

die etwas miihsame Ausrechnung von

dz*

9
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Aus (b8) lassen sich interessante Schliisse ziehen iiber
den Zusammenhang von IR mit den Funktionen . Durch
partielle Integrationen wird 9t in die Form:

i=j ;
(59) W = [datdstde® D' (2:;

i={)
gebracht, wobei
(60) Ni=F,.

(68) driickt sich dann folgendermaflen aus:

i=j 1
[aztagrass Sns L8
i=0

(a 1.4)12 +1

] .
L=

J : g
=—fda:1dm2dw3 iR, o

T Al
Daraus folgert man durch Koeffizientenvergleich
_ am+t .
(61) 92,_,‘=——-W (@ﬂo,l,...,?-—'l)
und
: 1N,°
(62) Ni=0, -‘EIT=0.
Aus (60) und (61) ergibt sich
. R “Aab - S ;
63)  Ri= (S (=01, ,),
also fiir M die merkwiirdige Gestalt
i=j .
: 5 gy Ay gty
— 2! dx? dzd it O O
63) W= [de'datde ;J’( firte s s

Die erste Identitit (62) ist nach (60) trivialerweise § = 0,
die zweite aber besagt, daB auf Grund der Feldgleichungen
und der Identititen (29)

drlg
64 . |
( ) (d:r.“‘)"'l'l
Dies liefert die Antwort auf die Frage, inwieweit man durch
abermalige Differentiation der Nebenbedingungen (29) neue
Relationen bekommt. ' [26]

20
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Ist insbesondere j = 1, so sind die einzigen neuen Glei-
chungen ‘;gj =0, d h.

B+ o 50 —0.

Ist nun die Lagrangefunktion von der Gestalt (1), d. h. gilt
(35), so wird die letzte Gleichung mit Riicksicht auf (53)

[50?
oder schlieBlich vermdge .= 0
. —_ a =
[90: F) + @ "_g'%? = 0:

da weder die Nebenbedingungen noch diese neuen Gleichungen
die Ar enthalten, so bleiben dieselben wesentlich unbestimmt.
(Anders aber, falls > 1, denn bereits [:; Cf;ﬂ = ( enthilt die l”) .
Infolge der wesentlichen Unbestimmtheit der A7 fehlen r, Feld-
gleichungen von der Form

(DEB“ = [_'5; EBRJ;

zum Krsatz reichen gerade die Gleichungen

6% + ¢ A2F, =0

=28 _0, abh [§,FlteE =0

r T dxt
aus.

Im Falle j = 0 werden die fehlenden Feldgleichungen er-
setzt durch die Identitiiten {§ = 0 selber, die sich gema (64),

d. h. tﬁ' =0 auf Grund der Feldgleichungen mit der Zeit

fortpﬂanzen.

Fine letzte Bemerkung wollen wir noch an die Formel (63"
ankniipfen. Fragen wir nach der Untergruppe unserer Gruppe,
die alle Punkte des Schnittes 2*= z,% invariant 148t: diese
Untergruppe ist offenbar ein Normalteiler. Die Bedingungen

dar=0 fir z*=rz?*
bedeuten

_(8F)  _..._ _ﬁ,#] -0;
@f)x‘ﬂo‘ B ( dx” ):v‘-.—.a:ui_ B [6:}:" cee 02" |ateggt ’

[27]

[28]

[29]
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die Infinitesimaltransformation lautet demnach gemifl (63

t=j .
sy - L d}—i :
(65) € = [datda® da? 2’1(_1)%‘ m.‘t} o,
imk+

e M ; ;
wobel 8 fyr phe z,* zu nehmen ist und die
(daxty? — ¢

’ [ ai Er ]
si —_— .
(a .’L"l)% = a"o‘

willkiirliche Raumfunktionen sind. Die Gruppe & ist in jedem [30]
Punkte des Schnittes eine 7,(j — k)- parametrige invariante
Untergruppe. Die im § 6 betrachtete Gruppe (52) ist eine
Untergruppe davon. |

§8. Kovarianz des Verfahrens gegeniiber der Gruppe

Mittels der im Vorangehenden gewonnenen KErgebnisse
sind wir nunmehr imstande, die Frage nach der Kovarianz
des Verfahrens leicht zu erledigen.

Die Formel (45) besagt, daB bei einer beliebigen Trans-
formation der Gruppe jedes Funktional @ (¢), %) einer unitiren
Ahnlichkeitstransformation von der Gestalt

(66) @' =518

unterworfen ist, wobei nach (58) S zeitunabhingig ist.
Ferner gilt, wie leicht einzusehen?), Formel (45) auch fiir
infinitesimale Transformationen ¢ der Gruppe, d. h. es ist,

1) Ersetzt man in
=@+ [T, 0
@ durch
D=D+ —{—i (m, 9
und ¢ durch
V= % M, 91,
so kommt nach leichter Rechnung
F-%: Llael @,
i g R = {w+-m o, 9, E‘)].
Vgl. auch E. Noether, Gitt. Nachr. 1918, 8. 252, [31]
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wenn man alle FeldgroBen der infinitesimalen Transformation I
unterwirft, :

(67) w &*N = [W, N],
daher allgemeiner
(67) N =8"1|S.

Aus (66) folgt unmittelbar die Invarianz der kanonischen
V.-R. (837). Nach (35) besteht die Hamiltonfunktion aus einem
nur von ¢ und P abhingigen Funktional 9, und einem An-
teil 275, , der nach § 6 eine speuzielle infinitesimale Trans-
formation 9 darstellt. Wegen (66) und (67" erleiden also
auch die kanonischen FKeldgleichungen (38) eine (zeitlich kon-
stante) unitire Transformation, bei der sie bekanntlich in-

variant bleiben.
Es bleibt noch iibrig, die Variation der linken Seiten {,
der Identititen (29) zu untersuchen. Nach (67) betragt sie

(68) w &* F, = [, F,1-
Nun gilt infolgedessen, daB die durch (65) definierte Gruppe &
eine invariante Untergruppe ist,

i== e
T8 d}_lgs_

(68) R, F,] =2 &, datp—%

i=k+1

GemaB (68) und (68") sind also die 0*F,= 0, d. h. die
eigentlichen Identititen {§ = 0 invariant, und zwar vermoge
der Identitiaten selber und eventuell deren zeitlichen Ableitungen.

§9. Erweiterung der Theorie auf den ,,zweiten Fall¥ des § 1

Wir deuten kurz an, wie sich die vorige Theorie auf den
am KEnde des § 1 definierten ,zweiten Fall“ ausdehnt.
Unsere Gruppe habe also die einfache Form:

' oxr =0
) | 302 et
Mit
(14 Y=o @0..,]
ist nach (12)
(70) 5@+ &)=0.

23
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1. Berechnen wir zunichst §8. Ich behaupte, daB §¢’

die Form
d

2 e 2 ar N
(71) JL P (w]
oder

- __d,._ » Er
(72) LR - (3, &7)
annimmt,

Denn wir bekommen zunichst

v, a0 _ T
0% = = {ai cﬁrnga,e“{"P'aQM)_};

da” 0@ dx?
setzen wir
ey d.i-"s‘ii af";ﬂe
(73) PEY s S +Qﬁ,0-——~—&%
und
(74) Sr.v = ¥ Coys
so wird
(75) AR {3*5% d_vae g gn).
dx” ¥ d x? o

Jetzt benutzen wir (70) und driicken aus, daB die
Koeffizienten der zweiten Ableitungen der & identisch ver-
schwinden, Da & keine zweiten Ableitungen der & enthalt,
so wird nach (75)

(76) (frree + fer =)o, =0.

Infolgedessen reduziert sich (75) zu
5 =13 .
dx¥

Setzen wir noch

(17) Rar = par

und bemerken, daB statt (74) auch

(74) 3 =Reve,,

geschrieben werden darf, so haben wir die Formeln (71) und
(72) bewiesen.

2, Jetzt stellen wir die Analoga der Identititen (28) auf,
die im ersten Falle auch ejgentliche Identititen (29) enthielten.
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Dazu haben wir blof die Koeffizienten der ji: in (70) gleich
Null zu setzen, Das liefert uns
(78) (B> + Re*) ¢, =0,
Insbesondere fiir » = 4:
(B + Refe, =0,
oder, indem wir wiederum

&, =Pec,, und 3',"" =3,

setzen,
(79) T+ 3 =0.
3. Die Identititen (79) sind eigentliche, d. h. es ist
oS,
—= =0,
(80) 50,
Allgemeiner wollen wir statt (80) beweisen, dafB
(80’) 8 (1'69 Cﬁ_& " E {Tyﬁv c’ﬁr) ,
g Qa. ¥ d Q_gn_@

woraus (80) nach (74) fiir » = p = 4 folgt.

Zu dem Zweck setzen wir den Koeffizienten von & in
(70) gleich Null: es ist ein in den zweiten Ableitungen - -
linearer Ausdruck, mit nur von ¢ abhingigen Koeffizienten.
Da dieser Ausdruck fiir heliebige ¢,  identisch verschwindet,
kbnnen wir insbesondere den @, “c-Zahlwerte zuschreiben
und dann die Koeffizienten der ¢,  getrennt gleich Null
setzen. Unter Benutzung der fiir beliebiges 8°(Q,; @, ,)
gliltigen Formel:

a d oK/ d d /e
(81) 0. I f@,; Q,, )= -*é%—a—k T T

finden wir fiir diese Koeffizienten nach (71) und (78)
aafeesy  A(F7cp)
0Qay ' 0Qu, ’

deren Nullsetzen (80") ergibt.

GemaB (81) folgt itbrigens aus (7V3)
. 2 1*? afv,ﬁg afv,qg dme”
82 : - . - ;
(52) 0Qp,o. 090G 08 0@y,

[33]

[34]
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danach konnen wir statt (80") auch

3 (WPeey,,) d 27 ey

83 boke il Pl il
) 0Qaw 0@y, o

schreiben.

4, Die Ausfithrungen der &8 3 und 4 sind auf den
jetzigen Fall wortlich iibertragbar, indem = 4- M=+ die Rolle
von P vertritt.

Der im § 5 abgeleitete Ausdruck It der infinitesimalen
Transformation erleidet eine analoge Modifikation, da $Pe~
jetzt keine Tensordichte mehr ist.?)

Vielmehr ist jetzt nach (50) und (70)

8@ ad )
av — — R 8 - ( .
P _S'B 4 @, 0 Qu. v ’

nach (71) ist aber, gemil (81),

deY) _ OMVIQ a 9®esqQ)
aQa,v - an-Qa o dx?® aQﬁ,v ’

d. h. mit Riicksicht auf (83)
ayOEy B
(84) §Per = — PP 05Q, aRIQ) g4 aWTIgy

0Qa — 3Qa daet  9Qu,,
Insbesondere wird das wegen (80) fir » = 4 [35]
B4 T
I == ?Q% ‘ E"ma Qi il di-‘e : (?j c.;)j@@ﬂ] ’
d. h.
(83) o §Pe =[N, P,
mit
86) R = @ + 5950,
Wiederum wegen (80) ist auch [36]
(87) ©3Q, =R, Q.

so daB wir in N die gesuchte Erweiterung von 9% haben.

1) Obwohl weder R*” noch R*” Tensordichten sind, 1iBt sich leicht
zeigen, daB $%” + R*” dennoch eine Tensordichte ist.
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Aus dem Ausdruck (86) folgt genau wie im § 6, daf die
linken Seiten & + K, der eigentlichen Identititen auf Grund
derselben untereinander vertauschbar sind.

Die Uberlegungen von § 7 tiber die zeitliche Konstanz
von Ik, sowie der Kovarianzbeweis von § 8, lassen sich ohne
weiteres auf 9 ibertragen. Insbesondere spielen hier, da
j = 0 vorausgesetzt wurde, die Identititen F + X, = 0 die
Rolle der fehlenden Feldgleichungen.

§10. Bemerkung iiber die gleichzeitige Behandlung
mehrerer Gruppen

Auf den Fall, daB die Lagrangefunktion mehrere Gruppen
gestattet, ist die obige Theorie ohne weiteres anwendbar,
wenn man bedenkt, daB die infinitesimale Transformation des
direkten Produktes aller betrachteten Gruppen sich additiv
aus denen der einzelnen Gruppen zusammensetzt. Insbesondere
sind die sich auf jede einzelne Gruppe beziehenden §, nicht
nur untereinander (vermige &, = 0) vertauschbar, sondern
auch mit den zu den anderen Kinzelgruppen gehorigen ..
Es ist auch zulissig, daB der ,erste Fall¢ (@ ist eine Dichte)
fir gewisse Kinzelgruppen, der im § 9 behandelte ,zweite Fall¢
dagegen fiir gewisse anderen auftritt, Dann sind fiir die
letzteren die §, einfach durch §, + ¥, zu ersetzen: sie sind
wiederum nicht nur untereinander, sondern auch mit den
anderen §, vertauschbar.

Diese Bemerkung hat zur Folge, daB man die einzelnen
Gruppen, welche eine gegebene Lagrangefunktion gestattet,
getrennt behandeln kaun.

Zweiter Teil: Anwendungen
§11. Die Lagrangefuanktion

Wir wollen eine Lagrangefunktion aufstellen, die sowohl
das elektromagnetische und Materiefeld als auch das Gravitations-
feld umfaBt. Was das letztere betrifft, so iibernehmen wir die
von Fock?!) und Weyl? vorgeschlagene Theorie des Ein-
korperproblems: das Gravitationsfeld beschreiben wir -durch

1) V. Fock, Ztschr. f. Phys. 57. 8. 261. 1929,
2) H. Weyl, Ztschr. f. Phys. 56. S. 330. 1929.
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Angabe in jedem Punkt ven vier orthogonalen Vektoren
h,,@=1,2,34) und wir fordern, daB die Naturgesetze
kovariant sind gegeniiber einer vom Punkte abhingigen Lorentz-
transformation der ,Vierbeine® k. ; diese Kovarianz, die wir [37]
nach Levi-Civitd?) ,echte Beinkovarianz“ nennen, unter-
scheidet sich wesentlich von der in der Kinsteinschen
Theorie des Fernparallelismus geforderten ,lokalen Bein-
kovarianz4 nach der alle Vierbeine miteinander starr verbunden
sind (konstante Lorentztransformation der Vierbeine). Im FKin-
klang mit Fock (und im Gregensatz zu Weyl) beschreiben wir
das Materiefeld durch wterkomponentige Wellenfunktionen
W= (Y, Yy, ¥y, ¥, Fir das elektromagnetische Feld wihlen
wir als Variable die Komponenten ¢, des Viererpotentials.?)

Die Lagrangefunktion setzt sich additiv zusammen aus
drei Anteilen, die den drei genannten Feldern entsprechen
(und gleichzeitig die Wechselwirkungen der Kelder aufeinander
enthalten).

Wenn

dp, 0@,

89 Bur= g ™ o
den elektromagnetischen Feldtensor darstellt, so ist der
Strahlungsanteil der Lagrangefunktion [39]

(89) S = } E'uv @’;ﬂ,r;

dabel bedeutet
Eur = Hur}y

wo k' die Determinante der k; , und Ew#» die kontravarianten
Komponenten des Tensors E  bezeichnet.

Um den Materieanteil aufzuschreiben, legen wir ein
spezielles System Diracscher Matrizen fest.®) Gehen wir aus
von den Paulischen Matrizen

i 0 0i 0-1
) "1“_‘(01—5)’ QZ:(%’O)’ 93“(1 0)’

1) Berliner Berichte 1929, 8. 137.

2) Da wir ot = ¢t gesetzt haben, ist ¢, = — ¢, wo ¢ das skalare
Potential darstellt, :

3) Dasselbe weicht von dem Fock schen (a.a. 0.) nur unwesentlich ab.
Der wesentliche Zug der Spezialisierung ist ¢, = 1 (in der Fockschen
Bezeichnung o, = 1).

!

[38]
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so setzen wir
. QIO =
(o1) { e ==ifoly) (=1,2,9

Fithren wir noch die Bezeichnung

ein, so sind die Matrizen ¢, hermitisch und haben die Ver-
tauschungseigenschaft

(93) e, o6+ a6 =2 0

m mk*
Ferner brauchen wir noch die Matrix

94) o = (‘f (1})

(worin die Einser zweireihige Einheitsmatrizen darstellen).

In bezug auf.die lateinischen Indizes ist iiber zweimal
auftretende Indizes zu summieren, wobei die Faktoren e, zur
Abziblung der Indizes unberiicksichtigt bleiben sollen, Neben

die h; , treten die kontravarianten h” und es gelten die.

Relationen
(95)

kl?

{ holy, =e,0
ekkkvhk,#b: Jm

welche die Orthbgoﬁalitiit der Vierbeine im Raume mit der
MaBbestimmung

(96} g# s = € hk, I hk, v
ausdriicken. '
Bedeutet noch
oh akr

97 ™ . 75
) Too = Tgue dx?
und

o m 3.0 1.0 k a ’
98) 2y, = (n,, B B + o) g B - B ) W
ferner

s B ; h
99) O = Fouptyuy+ ol l, [(0=g)
(100) y° =e, e, h3l,

so lautet der Materieanteil der Lagrangefunktion:

T

(101) Royp* (;'“ o -—ezoez(l'qu)—mczw*awh’.
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[#* = komplex konjugiertes von z, Rz = Realteil von =z,
Iz = Imaginiirteil von z].
Nun ist {vgl. Fock, a. a. O. Formel (24))

6y

dx°

(e, C; + Clter) = —

und infolgedessen
(102) T y* (;"’ O o e e, C ’gb) -l (" 7" ).
057 2 ga°
Wir konnen also fiir den Materieanteil statt (101) [47]

103 B =wy*(yr 25 —ea Cp) —myt oyl
pa
setzen.

- - ) - [ 1 8
Fiir den Gravitationsanteil nehmen wir W@,W0x= ~—i}{

(f = Newtonsche Gravitationskonstante) und [48]

1 ’ e k 1 i * 1% *
@5:6"‘83?}9 Jehggeo h o = % %O, he he geo'h Uy

(104) {

| ! 5iE s 1.0 1 .
3¢ 739,,9 gee h ’?Qzﬂr:

wie man leicht nachrechnet (vgl. etwa Weyl, a. a. 0. unter-
scheidet sich & von der skalaren Kriimmungsdichte $ um
eine Divergenz:

(105) R =G _2__}2,_,(31;“ _Q(kEOh')) .
dax?

’ ox°

Insgesamt ist also
(106) = 6+C4+B.

Zum Unterschied gegeniiber der gewthnlichen Form der
Relativitdtstheorie, wo die FeldgroBen g, , keine Vektoren,
sondern Tensoren 2. Stufe waren, sind in (105) die beiden

Bestandteile & und 2—=£- (e!hz’ a(k,"k')) von N skalare

dx” dx’
Dichten beztiglich der allgemeinen relativistischen Trans-

formationsgruppe. Dagegen ist nicht & allein, sondern erst i
echt beininvariant. [49]
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§ 12. Die Eichinvarianzgruppe
Die einfachste Gruppe, die unsere Funktion & gestattet,
ist die KEichinvarianzgruppe, bei welcher die z* und die
Variabeln %; , invariant bleiben, wihrend sich die ¢, und v

folgendermaflen transformieren: [50]
{ a(pw = ?Ev ’
(107) ox
Sy=——§yp.

Gtegeniiber dieser Gruppe ist 02 = 0.
Setzen wir, um den Vergleich mit der allgemeinen Theorie
zu erleichternl),
¥, = Qr’ Y= Q5 ’
so haben wir
¢ =0, Cgt = 0

und folglich als einzige eigentliche Identitiit

(108) Pt=0.
Das folgt natiirlich aus der direkten Ausrechnung der $=»:
Por = y*yr.

Um dieses einfache Beispiel weiter zu diskutieren, sehen
wir zunichst von der Gravitation ab, d. h. setzen wirh, =4d,,. [51]
Die Hamiltonfunktion hat dann die Form ‘

(110 B =9+ 1P

wo 9, z. B. die in H. P.II gewd#hlte spezielle Hamiltonfunktion

ist, welche B* nicht enthilt. [52]

Die Feldgleichungen lanten [53]

@ {‘?; = [60: Q;],

(111) O = 1,
w Qg = [9o) ¢s15

(112) ws'iga ='[5{”S_Bu], (“'—_'];---:5']5

1) Da die ¢ nicht hermitiseh'sind, go sind dem allgemeinen Schema
geringe Modifikationen anzubringen, mmn es auch diesen Variablen an-
zupassen. Daranf brauchén wir aber nicht miher einzugehen.
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144 L. Rosenfeld

da ferner j = 1ist, so haben wir als Nebenbedingung !) auBer (108) [541]

(113) (Do, B*] = 0:

Also bleibt in (111) 4 wesentlich unbestimmt und die
vierte Gleichung (112) wird durch (113) ersetat.

Die infinitesimale Transformation IR lautet hier:

M — O% mav _prurpsaldeldetded
M= [ |6 &ty #}.da: detdz
oder durch partielle Integration

m = f{% Ré — & [_61_@_4;*_ + e y*yh w]}dmldmzdm".

dx¥
Die eckige Klammer ist nichts anderes als 1/ [§,, B
oder P4, so daB

a1y W= [l p - I dndeds,

in Ubereinstimmung mit (63).

Nach der allgemeinen Theorie muB §i* = 0 vermige der
Feldgleichungen und Identitiiten identisch erfiillt sein; das ist
in der Tat die Kontinuitéitsgleichung der Elektrizitit. [55]

§ 13. Die allgemeine relativistische Kovarianz

Bei einer beliebigen Koordinatentransformation [56]
(115) 0xY = &*
ist

r a .E‘l‘
15y akq’.,v=_"ht',p"5;:!
ferner _
(115") ¥ == 9, ‘éa_;" ’

oy = 0.

Die Lagrangefunktion verhilt sich dabei wie eine skalare 57

Dichte. [57]

Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen
fir die zu den ¢, und 1 konjugierten Impulsen bei, und

1) Mit den Bezeichnungen von H.P.IT lautet (113) C = 0.
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Zur Quantelunyg der Wellenfelder 145

stellen wir die zu den h; , gehbrigen Pex durch P> # dar,
so lauten die uneigentlichen Identititen (28) im jetzigen Falle:

"Pe(@{” it 3 hfxe Bre 4 Prr) =0,

mit Riicksicht darauf, daB €#* 4 @7# = 0 ist, reduzieren sie
sich zu

(116) Pru+ Per =0

und haben also die vier eigentlichen Identitiiten

(117) Pt=0

zur Folge.

Die direkte Berechnung ergibt in der Tat{116), da & und %

von den h; , , nur durch die 4* abhingen und

[58]

i
O,
dh.

%!v!nu‘

d. h. antisymmetrisch in g und » ist, Man findet [59][60]
s’B;‘VH - [ﬂ:c’gv o gre } 2@5 n;oh? (ga_u- hiv — gavhif*)

= 88 — 0% 57,

j , 1
(-l 18) —— 3‘,’ ﬂg’f-"hie (ha'l'go,u -_ h{,}‘“ gr”'):l ei. ho. —2-,"-“

a?’mki_.

?k,é o i

Die infinitesimale Transformation ¢ nimmt die Form an:

M= — f&mldmﬂ da? { E;i:‘(his u B+ P )

T
e R‘Iw 0, 0, ¢ W0,

[61]

0 \ -
—er [t B + 08 +8,));
a:rv !
betrachten wir insbesondere die Translation £# = ¢# = const
d M
dxt

so liefert = 0 den Energieimpulssatz

@5“ = const;

fiir eine lineare Transformation, bekommen wir daraus eine
Verallgemeinerung der Drehimpulssitze (vsl. H.P.II, 8. 177).

Nach der allgemeinen Theorie (§ 7) licfert das Nullsetzen
des Koeffizienten von &# eine Nehenbedingung:

d -~ =
(119) @5# + am; (k": » M q;iv + (P‘cr.%y) =0.

Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 10
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146 L. Rosenfeld

F. Klein!) hat bereits in anderem Zusammenhang bemerkt,
daB (119) mit 4 Feldgleichungen #quivalent ist.

§ 14. Die echte Beinkovarianz

Fir diese Gruppe ist [62]
va == 0, é q) = 0 y
120 { £
(10) ahi.vm € §1‘.kkk.v" (gik':”-’;ki)
und, wie man auf Grund von (120) leicht findet, [63]
(1209 Iy =Led o 0y.

Hier haben wir ein Beispiel des im § 9 behandelten
nzweiten Falles® vor uns. Denn @ ist nur lokalbeininvariant
und erst R ist echt beininvariant; 3 und € sind echt bein-
invariant.

Um nach Formel (74) J,” = Jix) auszurechnen, ist es am
zweckmiBigsten, voriibergehend als Variable

Qr=hhy
zu wihlen. Dann ist nach (105) [64]
1
ff” O e 173 ¢ hz" goa
und nach (120) [65]

o a .’~—. - a b’
) aliis = 0, 6. b b — S e, ho .

Unter Beriicksichtigung von (71) findet man daraus leicht [66]
(121) = = 36— Iy e — W he ).

ikdxen

Zur Berechnung von §§, = ., ist es bequemer, zu den
urspriinglichen Variablen ¢, , =%k, ~—und @, =y zurick-

zukehren, Dann ist [67]
Catin = Ol o — 0 €0y 4

ferner nach (120 [68]
Cun= &% 0P — e o 00)

zu setzen. Danach ist [69]

- g e AT
Tow= B e, — B eh,  + e e,V Ay (o 00— o 0 0) .

1) Gtt. Nachr, 1918, S. 185,
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Nun ist nach (98)

_O¥m it a?’m it : ’ ;
ok, :.4 6kkk"”_- Ohi, , . ih;"’ = k{‘ (5"’-‘“&-“5 - aijakm)a

setzt man also gemif (118)
o) a p—
(122) By = qssv“"R%ez"P*“c“ ;W 6‘33: rJ«i

wo also P> die Impulse bei Abwesenheit von Materie dar-
stellen, so reduzieren sich die g, auf

(123) g'(a'k) = %‘ivek kk S ﬂs vg‘ hn v !

wie es auch sein muB.
GemaB (121) und (128) lauten die sechs eigentlichen Iden-
titaten

(124) Preh, ,— Breh, , + — ee—d—*(h’k4}ae-—h’kek4)=

die sich auch direkt aus (118) ergeben.

§15. Erginzende Bemerkungen
fiber das Gravitations- und Materiefeld

1. Nachdem wir in den vorigen Paragraphen skizziert haben,
wie die Fock-Weylsche Theorie des Einkorperproblems ge-
quantelt werden kann, mochten wir auf einen Punkt dieses
Einkorpermodells kurz eingehen, der bei Fock und bei Weyl
verschieden behandelt ist, ndmlich die Aufstellung des Impuls-
energietensors T der Materie. Der Focksche Ansatz, der zu
einem unsymmetrischen Tensor fithrt, scheint uns unzweck-
miBig und wir ziehen die Weylsche Definition

: y_ 08
vor, da sie auf Grund der Feldgleichungen einen symmetrischen
Tensor liefert. Da aber Weyl mit einem zweikomponentigen
operiert, wihrend wir mit Fock bei der Vierkomponenten-
theorie bleiben wollen, so wird es wohl nicht iiberfliissig sein,
die Weylsche Berechnung von T hier mutatls mutandis zu

wiederholen.
10#*
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148 . L. ‘Rosenfeld

Die Symmetrie von T folgt unmittelbar aus d 8 = 0, wo
0 die Variation (120), (120") ist. Denn man bekommt daraus
durch Nullsetzen des Koeffizienten von &,

Treh,,— Treh, #“*Q‘R 2 (e o, 0y, — C; 0 W), [71]

d. h.
Treh,,— &reh,,=0 [72]

auf Grund der Feldgleichungen

B _0 wd 3% =o.

Sy dy*
Diese Gleichung driickt ans, daB der Tensor
Th=c¢0,8h,, [73]

symmetrisch in bezug auf ¢ und k ist.
Statt (125¢) kénnen wir ebensogut

R W

1369 =

setzen, was uns einen reellen Tensor T ergeben wird. Be-
quemer berechnen wir

(1879 = BB _geeh kh =eWT, [74]

3h? by e

Auf Grund von (103) finden wir

( T,,= Roy*e 0y -—ew”‘reiqpq;y—hmw [75]

:Bf
@ d
+ B-oheh, , — {4 e, o)
% d d a
._R ppg aaa ;__‘Ym_k;r__.-.—-_._. ka;}
il kllb I “m ku ak,;" aalo ak»:

l‘(_l

(128¢) .

llnit W= *hT?IS.

Beschranken wir uns auf die spezielle Relativitit, indem wir
hy=ch = ()w [ 76 ]

i i "y

setzen. Dann wird (128¢)?)

1) Vgl. auch H. Tetrode, Ztschr. f. Phys. 49. 8. 858. 1928 For-
meln (13) und (16), sowie den Text auf 8. 862.
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Zur Quantelung der Wellenfelder 149

[ Tr:,v=wa*“i"g%‘““)\ivly—e"f)*“ﬂf’@v [77]
x
+ R %ece —3-( Yo e, e )
(129¢) i %% 5 W s e ),
mit
W= R we, y* ¢, -gi%— —mc Yroy —e e w*ao'tp P,

Inshesondere ist dann

Ty = qup*% ;:5 — ¢ tp*aé Y ¥y +mcEyray, [78]

d. h. fiir den Energieoperator

/ h 0
{(130¢) H = o (Ei_;cg__%q’@)_I"mco—' [79]
Ferner 1st [80]
Ty = Roy* _631;_ —cyrypg; + B {; “*a‘-',' (V" o5 L7 Y);
dax da®
setzen wir
(131) o, 0, = Uy

und zyklisch; so wird z. B.
b a s
Ty = R&Jw*giﬁ — ey,

0 . g P
| i:- {—(-5,‘;;2' (W us W) — 5o (W, "P)} '
Der Impulsoperator lantet danach:
h d e

b=y T
2ni B ¢

(132¢)
aundererseits bekommt man fiir den Drehimpuls:
ﬁ[l = g2 T;B —_— .fBS T&g

s (7} a S 2]
= Bwy* (f*‘f Er ms"‘oi—) P — eyt et gy — o @)

(1)

0 , d \ 3 0 i«
iy {xz ~a o (W e Y1) — B2 g W ) — 2% = (" )

.0 %
+ @ g (" s v
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150 L. Rosenfeld
folglich fiir den entsprechenden Operator
(133c¢)

e i
— 5 @ g — 2ty + 5L -

2. Im Vorangehenden haben wir fiir die Vierbeine %, ,
die Bose - Einsteinsche Statistik angenommen, d. h. die
Klammersymbole in den V.-R. mit dem Minuszeichen gewihlt.
Nun fragt es sich, ob es moglich wire, auch die Fermische
Statistik auf die Vierbeine anzuwenden. Das Kriterium fiir
die Zulassigkeit der V.-R. mit dem Pluszeichen ist folgendes
(vgl. H.P. I, S. 29): Es sollen die gewohnlichen Klammersymbole
(mit dem Minuszeichen) [®,, @], [®,, P] denselben Wert
behalten, wenn man in [Q,, @], [B*, PBF] und [@=, PF] das
Minuszeichen durch das Pluszeichen ersetzt.

Nach diesem Kriterium ist aber die Frage beziiglich der
Vierbeine zu wverneinen. Denn man sieht aus der Form der
Hamiltonfunktion (quadratisch in den SB“) daB [D,, ©,] beim
Ubergang vom Plus- zum Minuszeichen eine Anderung erfihrt:
die zum in P quadratischen Anteil von §, gehdrigen Klammer-
symbole sind n#mlich in beiden Fallen verschieden und die
Differenzen kompensieren sich nicht.

3. Das reine (Vakuum-)Gravitationsfeld lieBe sich durch
die g,, statt durch die h,, beschreiben. Dann hatten wir mit
einer etwas anderen Abart des yzweiten Falles® zu tun und
bekiimen wegen der allgemeinen Kovarianzgruppe vier ldenti-
titen von der Gestalt (=4 Re4)ct = 0.

Zusammenfassung

1. Verhilt sich die Lagrangefunktion 8(@,; ¢),) gegeniiber
der Gruppe?)

[ o = o’ (@) €' (z),

(2) | 90a= cur(m QF + <, oF

ox”

1) Der Ubersichtlichkeit halber spezialisieren wir hier die Formeln
anf den physikalisch wichtigen Fall j = 1.
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wie eine skalare Dichte, so bestehen zwischen den @ und
konjugierten Impulsen ¥ die Identititen
(29 T, = Peet, =0.

i

Falls nicht &, sondern & 4 &' eine skalare Dichte ist,
wobei €' die zweiten Ableitungen der ¢, linear enthalt, so
tritt tiberall =+ R4 an Stelle von Po.

2. Infolgedessen ergibt die Auflosung der (Hleichungen

o 08
LTS
nach den Qa:
(31) Qu=Q2(B, Q) + ¥eto,

mit willkiirlichen Raumzeitfunktionen Ar.
Die Hamiltonfunktion nimmt sodann die Form

(35’) @ = @o (EE, Q) il 5,

an, Die Grundgleichungen der Theorie sind die kanonischen
Feldgleichungen, die kanonischen V.-R., die Nebenbedingungen

aF-
&, =0 und d§4=0-

3. Die infinitesimale Transformation der Gruppe 148t sich
darstellen durch

(45) w0 * P = [M, D],
(46) M= P00, — G, 5z~

(@ beliebiges, nur von ¢ und P abhingiges Funktional; @,
Impulsenergie(pseudo)dichte].

Ein Spezialfall von 0t auf einem beliebigen Schnitt 2% = z,
ist & {%,. Daraus folgt, daB die §, auf Grund von §,=0
untereinander vertauschbar, d. h. die Nebenhedingungen = 0
vertriglich sind.

Ferner ist vermoge der Feldgleichungen

dsm
(58) dat T
woraus folgt
' L o dFr o
(63" W= [dordotdot (§, 7o — Gk &)
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152 L. Rosenfeld. Zur Quantelung der Wellenfelder

und

| g, _
(64) L M

auf Grund der Feldgleichungen (zeitliche Fortpflanzung der
Nebenbedingungen).

4. Das Schema der Grundgleichungen bleibt gegeniiber
der Gruppe invariant.

5. Als Beispiele werden das elektromagnetische Feld, das
Diracsche Materiefeld und das Gravitationsfeld samt deren
Wechselwirkungen behandelt. Die dabei in Betracht kommen-
den Gruppen sind die Eichinvarianzgruppe, die echte Beinko-
varianzgruppe und die Gruppe der allgemeinen Relativitats-
theorie.

Was insbesondere die Gravitation betrifft, so ist es un-
moglich, die betreffenden Feldgroflen gemifl der Fermischen
Statistik zu quanteln.

Hrn. Prof. Pauli spreche'ich meinen aufrichtigen Dank
aus fiir die Anregung zu dieser Arbeit und seine wertvollen
Ratschlige.

Ziirich, Physik. Institut der Eidgen. Technischen Hoch-
schule, den 5. Marz 1930.

(Eingegangen 18. Miirz 1930)
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On the quantization of wave fields

L. Rosenfeld

Introduction

Heisenberg and Pauli ! have recently made substantial progress in the formula-
tion of the general quantum mechanical laws for electromagnetic and material
wave fields through the systematic development of Dirac’s method of second
quantization. In addition to certain deeper lying technical difficulties a charac-
teristic difficulty of a more formal nature appeared; the momentum conjugate
to the scalar potential vanishes identically. The formation of the Hamilton func-
tion and the commutation relations cannot be carried out without further work.
Three methods have been proposed to date to resolve these problems. They do,
to be sure, fulfill their objective but they can hardly be viewed as satisfactory.

1. The first Heisenberg-Pauli method is a purely analytical artifice.? New
terms are added to the Lagrange function, multiplied by a small parameter e.
These have the effect that the above-mentioned momentum no longer vanish.
In the final result one then takes the limit e = 0. However, the e-terms lead to
unphysical caculational complications and destroy the characteristic invariance
of the Lagrangian under the gauge invariance group.

2. The second Heisenberg-Pauli method 3 uses this invariance in an essential
way. The scalar potential is given a certain arbitrary value, e.g. zero; then
the Hamiltonian method delivers one less equation of motion. Supposing the
missing equation of motion is C' = 0, then one finds as a consequence of the
gauge invariance of the Hamiltonian that C' = constant. The choice of the value
C = 0 for this constant signifies a restriction to a system of terms that do
not depend on each other. But distinguishing a component of the 4-potential

LW. Heisenberg and W. Pauli, Zeit. f. Phys. 54, 1 (1929); 59, 168 (1930). In the following
referred to as H. P. I and H. P. II.

2H.P.I, pages 24-29, 30 ff.

3cf. L. Rosenfeld, Zeit. f. Phys. 58, 540 (1929)



necessitates a proof of the relativistic covariance of this method, and this check
is very troublesome.

3. The Fermi method # consists also in adding terms to the Lagrangian in
such a manner that no momentae vanish identically. In order that the result-
ing field equations agree with the usual equations certain constraints must be
fulfilled. Then it must be shown that when these constraints hold on a t = con-
stant slice they continue to hold under propagation in time. The disadvantage
of this method is that once again the gauge invariance is destroyed.

The identical vanishing of the cited momentum component is by no means
an isolated phenomenon; the origin is the gauge invariance of the Lagrangian as
is shown below in a simple, comprehensive discussion. In an analogous fashion,
i.e., generally, the appearance of identical relations between variables and con-
jugate momentae is to be expected in all cases in which the Lagrangian permits
a suitably built group. As I was investigating these relations in the especially
instructive example of gravitation theory, Professor Pauli helpfully indicated to
me the principles of a simpler and more natural manner of applying the Hamil-
tionian procedure in the presence of identities. This procedure is not subject to
the disadvantages of the earlier methods. In the following the subject will be
treated first from a general group theoretical perspective, and then illustrated
with various physical examples. °

1. Part One: General Theory

§1. Assumptions about the Lagrange function and the un-
derlying group

We consider any dynamical system defined through the field quantities Qq (z, 22
that depend on the spatial coordinates z', 22, 2% and the time coordinate 2% = ct

(and not, as in H. P., 2% = ict !). We need to make no assumptions about the
Lagrange function £ (Q; %—g) as long as we remain in the framework of the

classical theory, i.e., we work only with c-numbers. If we were to consider the
@ variables as g-numbers (while the spacetime coordinates remain c-numbers)
then we would have to take into account that the rule for the derivative of the
function of a function would lose its general validity. ¢ If we want to keep cer-
tain properties of the Lagrange function that follow from this rule (and this will
be the case) then it will be necessary to make certain restrictive assumptions
that preserve these properties in spite of the failure of the derivative rule. It
turns out that from the mathematical point of view these restrictions will be
extensive, though for physically interesting Lagrangians they are fulfilled. They
concern the factor ordering of non-commuting terms, and the analytical behav-

4cf. H. P. 11, page 175, footnote

SHere I want to stress once and for all that in the special cases treated in the works H. P. I
and H. P. IT the path to the desired generalization frequently suggested itself to me. It would
serve little purpose in the following to refer to each instance.

6cf. H. P. I, p. 18, further p. 14, footnote 1.

3
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ior of the Lagrange function; it must be at most quadratic in the derivatives of

the Q.
To abbreviate will often write ), instead of BQS‘, and also Qa instead of

Qma = 8822. Furthermore we will suppress the summation sign following the

familiar rule. With these choices the Lagrange function takes the form

(1) 2L=QarA™ " (Q)Qp + QuwB(Q) + B(Q)Qa +C(Q).

Although only the Q,, do not commute with the Q,,, we must nevertheless retain
a fixed factor ordering for the remaining derivatives since certain operations, ﬁ
for example, convert variables to others that no longer commute. Therefore the
result of such operations depends on the original factor ordering.

Since c-number considerations are often superior from the point of view of
generality and elegance we will for the moment in this first overview use them.
Later we will indicate the appropriate modifications required for g-numbers.
However, to avoid unnecessary repetition we will refer to commutation relations
for c-numbers, whereby we naturally mean the corresponding Poisson brackets.

We turn now to the definition of the transformation group that the La-
grangian function permits (the precise sense to be specified shortly). We are in
no way attempting in this investigation to address the most general situation.
Rather, we seek a description that is sufficiently general that in the physical ap-
plications the deeper interconnections are clearly evident. We do not therefore
ask for the most general Lagrangian from which identities of the type mentioned
above will result. Rather we will take as our basis a special yet extended class
of continuous infinite groups. We show that they lead to identities for arbitrary
c-number Lagrangian functions. ”

We characterize our group through its infinitesimal transformations. We
assume that both the x¥ and the @), transform in a certain way. Indeed, the
ox¥ (respectively the 0Q,) depend on ry arbitrary real functions " (x) (r =
1,2,---7g) and their derivatives up to order k (respectively j); the coefficients
of these derivatives must be real, and (here is the group specialization) the
dx” depend only on z¥ while the dQ), depend only on z* and @, and not on
derivatives of the Q. Explicitly,[1]

(2) { SV = a;:,O(w)gr(x) + a¥ U(LIZ‘) 8€ + a%o T(ZL‘)%, [2]
Q= (. QUET (@) + 2 (. Q) 255 + (0. Q) e
8

In addition we have the essential assumption,
(3) j>k+1.

Concerning the commutation relations relating to the functions that appear in
(2), the " must be c-numbers, and this property is preserved (corresponding to

"The method that is used here furthermore gives an immediate response to the general
question that was just posed. In specially constructed Lagrange functions the group does not
even need to be infinite in order that identities result.

8We set (8 )0 _fand ) 0L =0. [3]



the fact that the £” depend only on the x¥). Since the a depend only on the z”
we may also consider them to be c-numbers. Then the dz* are also c-numbers,
as they must be in order that we may treat the x” as c-numbers.

The most important groups appearing in physics are of this type (cf. the
second part of this work).

It remains for us to express the fact that the integral

/ Ldztdx?dx®dz?,

is invariant under the transformations (2). For this purpose we introduce a few
concepts.

Besides the “local” variations 0®(z, Q, 5e,---) we have the “substantial”
variation [4]

A
4 O = 6 — — "
(4) 5 = 6% — ——du”;

if we represent transformed quantities with a prime, then we have

50 = [ Q'(@');-++] - Blas Q)i -],

while

5% = ®'[5; Q' (w); -] — B Q)+,

=
The following important formulae result (also for g-numbers):

LaAd®  d
dev  dxv

5*®,

@ d . db o
dzv  dxv dxr dxv

A quantity R is called a scalar density (with respect to the group) when it
transforms with the following properties:

. d
or, according to (4), [6]

déz?
dx?

(8) R+R =0.

Quantities depend in general on two kinds of indices, first on indices «, 3,7, - - -
whose range is that of the index « in @,. Secondly, they depend on the in-
dices p,v,--- which as with the index of z* range from 1 to 4. In particu-
lar the index r in £" represents one or more systems of indices of the form



{a, B, ;u,v, - fnumbered in an arbitrary one-dimensional order. The in-
dices of type «, (3, -+ could in their turn be multiple and in particular contain
systems of indices p, v, - - -.
A contravariant tensor K is defined through the transformation property
dox” 5, 00Q5

v _ poop o
9) 0K K g K 20,

in the g-number case this definition contains an arbitrariness in the underlined
term that we will fix by setting

250, 1 9505 950
pr ZY0 [ Bv B B r-Bv
K 50, =2 <K 20. Tag. )

where 21 is the Hermitian conjugate (adjoint) to =. [In the following we will use

the notation .

z = 5(»’3 +af) ]

With this assignment a Hermitian tensor remains a Hermitian tensor under the
transformation group.
A covariant tensor K, has the transformation property

dox* 06Qa
(10) 0Ky = —KQMW + K/BVTQB,

the variation of mixed tensors Kaﬁ..,ws“'w,,.p”p is formed in analogy with (9)
and (10).
A tensor density R transforms as the product of a tensor K* with a
scalar density R, namely
dox” 3, 00Q8 R doxzt

11 IR =R*—— — R v .
(11) dxt 0Q . dxt

We are now in position to formulate the invariance condition with respect
to the Lagrangian function. In order that the integral [ Ldz'dz?dx3dz* be
invariant we conclude, as is well known ?, that £ must be a scalar density up

to a divergence L' = ‘Zi%. Explicitly:
doxz”
(12) S(L+ LY+ (L+L) d;”y = 0.

Since as we have said we are not concerned with complete generality, we will
be satisfied in treating in order the following characteristic cases:

9¢cf. eg. E. Noether, Gott. Nach. 1918, p. 211. The divergence dR” appears if the integral

dx?
J Ldx! ---dz* is not invariant for an arbitrary integration domain but only when RY vanishes

on the boundary.



1. £/ =0, i.e., L is itself a scalar density:

doz”
13 oL+ L =0;
( ) + dxV ’
2. L' contains second derivatives
_ 0°Qa
Qavp = ox¥oxP
only linearly, i.e.,
(14) o= - (Q)Qu,)
dx? L2y

and j =0 (cf. equation (3)).

In both cases the investigation splits into two steps:

a) Implementation of the Hamiltonian method;

b) Proof of covariance of the Hamiltonian procedure under the relevant group.
We begin with the first case.

§2. The conjugate momentae and the identities

Henceforth we assume condition (13) is satisfied.
First we set

oL
1 ov —
(15) P = 8y
and we take as momentae
(16) po = poi — 9L
0Qa

We confine ourselves first to the classical c-number theory.

We substitute into (13) 6Qn, Qa,, and dz” through their values given in
(2) and (6) as functions of " and derivatives. We obtain several identities
in expressing the fact that the coefficients of individual derivatives of £ must
identically vanish. These identities generally contain the Q. 1ot only through
the just introduced functions P* but also through other relations (e.g., through
the other P, v # 4); the system of equations (13) is therefore not of interest
in solving for Qu; it simply represents relations that each solution QQ(Q,P)
must fulfill. If some of the identities under consideration contain only the Q)
(including spatial derivatives) and the P%, then the relations are fundamentally
different. They signify that the equations (2) are not independent so that the
general solution will depend on arbitrary parameters (more precisely, spacetime
functions).



The last case always occurs with the group (2). The highest derivative of £”
in (13) is

&j—l—lgr
0x% - OxTOxV’
according to the assumption (3) the corresponding identities read
(17¢) > P T =0,10
where the summation runs over all permutations of the numbers v, o, --- , 7. For
the case v = 0 = --- = 7 = 4 one has in particular
(18c) Pect4 =,

since the ¢ contain only the @, we have in (18c) ry identities of the last type
considered that we will call “proper” identities.[7] Furthermore it is easy to see
that in general (i.e., in the case that the Lagrange function possesses no special
properties ) that no more identities appear. The general solution Qa (Q,P,\%
of (16) depends on ry arbitrary parameters \.

In the previous methods mentioned in the introduction one proceeded either
through the destruction of the invariance properties of the Lagrangian (methods
1 and 3) or through the choice of a special solution Qu (Q, P, A°) (method 2). In
contrast the fundamental idea of the new method is to construct the Hamilton
function using the general solution Qa (Q,P,A) with undetermined A", without
for the moment worrying about the proper identities. Field equations and com-
mutation relations have the canonical form, with the former containing the \".
In this canonical formalism the proper identities ultimately become constraints.
We will see that in addition to its simplicity the method has the advantage that
the proof of covariance can be carried out without difficulty.

83. Transition to g-numbers

In passing to g-numbers we must first investigate the form of the relations
described above. According to (1) the relation (15) reads

1% 1 v (692 (677%
(19) P = o™ +p™T) = p*,
with
(20) P = APRQ, 4 BV

A bar over an index of the form p : 1z signifies that the index ranges from 1 to 3;
the summation convention will also hold for barred indices. With this notation
according to (19) and (20) we write

P = p%,
21 —
( ) { pa :AaﬁQﬁ—f—Da,

10Equation numbers will be denoted with ¢ when they have unlimited validity only for
c-numbers.



where we define

aff — pad;p4
(22) { A = AT,

Do = Aa4;5ﬁQﬁ,ﬁ + BO[4.
We assume in this equation that

Aal/;ﬂu — Aﬁu;av,

and in particular that

Aaﬁ — A,Ba

which is of course no additional restriction.
The considerations of the previous paragraph yield instead of (17¢) and (18c¢)

(23) Z cgr Tpow —

and

(24) ckdp® =0,

Since in particular (24) holds identically in the Q. we have according to (21)

(25) kAP =0

(26) ckApe = ;

the coefficients in the Lagrange function must satisfy these and other conditions
in order that it possess that required density property. We display the relations
(25) and (26) for later use.

We cannot proceed further without knowing something about the commu-
tation relations [Qq, Qg] If we were to know the Qﬁ as functions of the 0, and
P, then we would be able to derive the value of [Q.,, Qg] from the canonical
commutation relations, which, as we have said, we wish to retain. But it is not
clear a priori whether we can from (21) derive the Qg as functions of the matri-
ces P<, or only as functions of the matrix elements of P*. The only way we can
overcome this problem is to make a tentative assumption about the [Q, Qg] on
whose basis the solution of (21) takes the form Q. (Q, P, \). Later we can check
whether the assumption is compatible with canonical commutation relations.

A related assumption is the following: the [Q., Qg] should be anti-Hermitian
' functions of Q, and Q,7, but not of the Q. (respectively the P<).[§]
(Whether undetermined factors like §(0) appear when Q. and Qg are taken
at the same location is irrelevant.) We now draw a few immediate conclusions
from these assumptions:

1. According to (20) both [Qn,p""] and [Q,p"" 1] are anti-Hermitian func-
tions of the @), and the @), alone.

1A g-number z is said to be anti-Hermitian when 2" = —z.



2. The [QQ,QB], [Qu,pP"] and [Qu, pP¥1] commute with every function of

the @ and Qq ».
3. We have

(27) [Qa;pﬁy] = [Qmpﬂw]-

As a consequence instead of (23) and (24) we can write

(28) > g TP =0,

(29) Fr=ch4pe =0.
From (25) it follows that the N linear equations
(21) APQg + QpA™ = 2(P* — D),

are not independent, rather, the determinant | A%?| has the rank N —7.[9] Since
it is symmetric there exists a nonvanishing principal minor of degree N —rq; we
will denote the corresponding indices with a prime:

AT £ 0,

while the remaining indices will be doubly primed: p”,v”,---. The determinant
| AP as well as its inverse | A,/ g| are symmetric, and we have

(30) AT A = 85,

where as usual 05 equals 0 or 1 accordingly as a # (3 or a = 3.

If we succeed in finding a special solution Q%(Q, P) of (21), then the general
solution has the form:

Qﬁ = Q% + )\Txﬂra
where the A" are ry arbitrary parameters and the xg, represent ry independent
solutions of the homogeneous equations

Aaﬂxgr + xg»rABa =0.

According to (25) we can now choose

Lpr = 0?3.1:4
and write
Furthermore I maintain that
. Q8 = 4 { A (P = D) + (P = D) Ay |
QY% =0.



is a special solution of (21). If this is verified, then we have actually suc-
ceeded in solving (21) for the Qgs: the solution (31) manifestly has the required
property since by virtue of the canonical commutation relations [Q,, Qﬁ] is an
anti-Hermitian function of the Q, and Q. x.

Substituting (32) into the left hand side of (21), [10] which for the moment
we will call 7, one obtains

T = A Ay (P DY)+ (PY - D) Ay )

+ % {Agyr (P =DV 4 (P = DY) Ay } AT
A A (P = DY)+ (P =D)AL 5 AT
b S AP DY ]+ Ay, PY - DY 1A

= A Ay (P = DY)+ (P = DY) Ay g A7

by virtue of the second implication of our assumption.[11] For o = o/ we imme-

diately deduce from (30)
T =2(P* - D).

Now according to the theory of linear equations and using our assumption re-
garding [Qq, @] the identities (29) are equivalent to

PO‘// _ AO‘/IB/Aﬁ,W,PFY/’

and in the same manner (26) is equivalent to
Da// _ AO‘//B/Aﬁ,W,’D’Y/.

It follows that also ; ; ;
T =2(P* —D%),
whereby the proof is completed that (31), (32) represent the most general solu-

tion of (21) in agreement with the canonical commutation relations.[12]

§4. Construction of the Hamiltonian

Classically the Hamiltonian reads
H=PQu — L;
in every quantum mechanical approach we must demand that

OH oL
(33) aQa,U T aQoz,F’

a property that will prove itself unavoidable in the elaboration of the theory.[13]

10



We have

oL _ (oL Qg P
(8Qa,ll)pa (aQa,V)Qa * <6Qa,u>7)ap

and since according to (31 and (32), <%> does not contain the P* we

aQa,U P
can write .
oL oL 0Qs
(8Qa,y)pa (8Qa,y)Qa <8Qa,v> po
The Ansatz
(34) H=Q,P" - L.

therefore satisfies the condition (33). Since by (25) and (26)

L1Q;Q(Q, P, N)] = L(Q,Q°),

using the notation (29) we can write

(35) H="Ho+ \Fp,
with [14]

Now we fix the canonical commutation relations

{ [ [Qa(r), Qs(x)] = [P(r), PP(x')] =0,

(37) Pa(r),Qg(r/)] — w5g5(r —r'), w z_%a

as well as the field equations [15]

[ﬁ7 Qa] - onu
(38) [H,P*] = wP?,
where we use the notation
(39) A= / Adx'dz?da?;

the integration domain must be chosen in such a manner that field quantities
assume a constant value on the boundary, indeed, such values that £ vanishes
there. [16]

In addition to (37) and (38) we have the proper identities (29) F, = 0 as
constraints. But it must be proven that it is permissible to set all of the F,

11



simultaneously to zero; in other words, that the F,. commute with each other,
at least on account of the constraints F,. = 0 themselves.

The following observations will serve not only this purpose, but are also the
basis for the proof of covariance to be adduced later on.

We define first the energy-momentum pseudo tensor 2

(40) G, =P"Qau—0,L,

and then energy-momentum pseudo density

(41) Gu =G =P Qo — 0,L,

whose fourth pseudo component is the Hamiltonian function (34):
H=0Gs=Gj.

The components of the total momentum are then G5 and the total energy is

H.
The CR (commutation relations) of H with the Q,,P* are given by (38).
Concerning the Gz we first find referring to (37) that

" e i
(Go(r), P (x')] = —wP22x)
so that .
[ Iz Q(Q7 P)] = wﬁ?
and therefore more generally,
@ _ g od
(43) wo =[G ®(Q.P.2)] +wp—,

from which it follows immediately that [17]

(44) GG =0:

d

- dzv
physical content is the constancy in time of the G, that follows from equations

(38) , (37). 13

this constitutes an expression for the commutability of the derivatives whose

§5. Quantum-mechanical expression of the infinitesimal
transformation group

In this paragraph we prove the the proposition: [18]

(45) wi*®(Q,P) = [M, ®],

12The prefix“pseudo” signifies that the relevant quantity is not a tensor.
131n case the A" contain the x* explicitly, (44) holds based on the constraints (29).

12



where
(46) M =P*Q, — G, 0x".

This should hold on account of the field equations (38) and the CR (31), under
the assumption that £ is a scalar density.
To prove this proposition it will suffice to show that

WCS*QOC = [ma Qa]a
(47) { W P = [M, P,

According to (37) and (42), considering that by (2) 6Q, contains only the @,
(and not the P%),
Qa n

M, Q4] = w6Q4 — — [02%H, Q4]

Now according to H. P. I, equation (20),

[627H, Qa) = w?BET = 524[H, Qo).
I o ICE N ICE
(48) [0z4H, PY] = — { (6Qa ) d;cnlﬁ éQa,g)}
= 02i[H, Po] + wiiz: ;M

The first relation (47) therefore follows referring to (4), using the first field
equation (38).
Similarly, referring to the second field equation (38) and equation (33) [19]
LM, Pe) = —pPE2e — d_(Pasa”)
(51’ + fpow dsz*

(49)

85@ da:4 dxv
= —poZda | pavdie. _ _d_(pagyy),

It remains only to show that the right hand side of (49) is equal to §*P<.
We therefore calculate P directly, or more generally 6P*”. First we have [20)]

(50) SPeY — 5( oL ) - 8(55) oL 66@5#

aQoz v - aQa,V B aQﬁ,u aQa,u ’

for general c-numbers, and for g-numbers whenever £ has the form (1) and
8865 f U“ does not contain the @, (respectively, the P%). The latter is true in our

case according to the formula (6) that gives

0 0 doxP
80, Won = 8Qw{ 0Qs — Qﬁ”du}

00Qp 5, _ dda” o,
0Q, *  dxr P

13



Substituting this into (50) yields

96Q sz A(5L)
av Buv B au .
oP P 0. +P e + Qs
now using (13) we have
00Q) dox” dox*
av _ _ppPr B ap _ pav .
(51) 5P PGt P e ~ P

i.e., as the comparison with (11) instructs us: P is a tensor density. From (51)
with reference to (4) the expression (49) follows immediately for §*P* = §*P4.
The formula (45) is hereby proven.

§6. The F, as special infinitesimal transformations

We consider a fixed but arbitrary slice 2* = x§. On this slice we consider the

transformations of our group (2) that are defined through the conditions

[ oer _ _ ol ¢r —
(gr)w4:$§ - <8m‘7)w4_mg T (6‘7’.0'”8:67—).%4_133 =0
59 O S = 0, when all of the o --- 7 are not equal to 4,
Ox7---0x 4,4
THF=T

—ajET, ="
(8x4)3 x4=$61 ’

where the €” are arbitrary spatial functions.

On account of the assumption (3) these transformations do not lead out of
the 2 = x§ slice. They constitute at every point in the slice a finite continuous
subgroup of the group (2), whose infinitesimal transformations are given by [21]

wé'®(Q,P) = [ F,, ®].

(The Q, P, F are hereby taken at x* = z8.)
The second fundamental proposition of Lie on finite transformation groups
declares when applied to this subgroup that at every point of the slice

["Tra ["TSa(I)]] - [}_57 [“7:7“7@]] = Cfﬂs[}-tvq)L

where the cL, are the point (z',2% 2%, 23) dependent group “structure con-

stants”. By the Jacobi bracket identity the left hand side is simply equal to
[[]:87‘7:7']7(1)] 7

we therefore obtain [22]

(53) [Fo, Fr] = s Fr.

From here follows an additional fact required in the establishment of the
method presented in section 4. Since F,. = 0 the F, must commute with each
other.

14



§7. The infinitesimal transformations M as integrals of the
motion

Let us return for the moment to the pure c-number theory. We set

(54) M =P5Q, — GSat,
and
(55) Lo oL d 0L

0Qa  dr” 0Qa.’
so as is easy to see that the assumption (13) is equivalent to [23]

dM”

dxv

(56¢) + LY Qo = 0;

taking into account that according to (46) and (54)
M=M*

and using the notation (39) we have [24]

then it follows from (56¢) that

dM
57 —— = —LY*Q,.
( C) dz? Q
Now it is well known that the Hamiltonian equations (38) (by virtue of the
proper identities (29)) are equivalent to the Lagrangian equations

L =0.
Consequently by (57c), based on (13) and (38),

dM
(58) 5 =0
Equation (56¢) cannot be carried over to g-numbers. Nevertheless the deriva-
tion of (56¢) succeeds through use of the same assumptions (13) and (38), only
under somewhat different circumstances. Both relations (13) and (38) were es-
sential in the derivation of (43) and (45). Let us apply these latter results to
the identity (5), whereby we let ® depend only on @ and P: [25]

[M.6,.8] = [0 [V, 0]] + [ 0.
G, M] + wgg, <I>1 =0

15



using the Jacobian identity, or finally

dx?’

{dM @] 0.
In particular % is c-number (generally dependent on x%). But this c-number,
as a sum of manifest g-numbers, can be nothing other than zero. This conclusion
is confirmed through a careful calculation of %

Interesting conclusions regarding the relation between M and the functions
F, can be drawn from (58). Under integration by parts M takes the form

(59) M= /dﬁdﬁdﬁZNﬁ 0 5
where
(60) NI = F,.

Equation (58) is then written as follows:

i+1¢r 7 1T
/dmldede'ZNza—g - /dmld:ch 32 AN, 0

Ox#)itl dx* (Ox*)t
It follows through comparison of coefficients that
AN |

(61) N’I’ = - Azt (7’:0717"' 7.7_1)7
and

: dN;°
62 =0, "~ =0.
(62) N, e
(60) and (61) then yield

. - ITF,
63 rz: 1) .20713'“7.7
(63) Ny = (1 e j)
and M therefore assumes the remarkable form
) j 2JT_' 8257“
17273

(63") M = /d:L’ dr*dx Z V= (0]

The first identity (62) is according (60) trivially F,. = 0, The second shows,
however, that on account of the field equations and the identities (29)

dIHLF,
(64) @y = 0.

16



This provides the answer to the question to what extent differentiation of the
constraints (29) yields new constraints. [26]

If in particular 7 = 1, then the only new equations are Ccllf r =0, i.e.,

If the Lagrangian is of the form (1), i.e., if (35) holds, then referring to (53) this
last equation becomes

_ OF, .
[Ho, Fr] + W +cE NF =0,

or since F,. =0

_ OF,
[HO,JTT] ‘f’(/.)w = O,

since neither the constraints or the new equations contain the A" they remain

essentially undetermined. (However, in case j > 1 then already the (‘Cl;—f)g

contain the \".) [27] As a consequence of the essential indeterminateness of the
A", ro field equations of the form

wP* = [H, P“]
are missing. [28] The equations
dF, — OF,
0 — T . o
Nr :w—o, 1.e. [HO7fT]+wax4 =0

just suffice as a replacement. [29]
In the case j = 0 the missing field equations are replaced by the identities

F, = 0 themselves, which according to (64), i.e., % = 0, evolve in time.

We want to make one last observation with regard to the formula (63). We

inquire into the subgroup of our group that leaves all of the points of the slice

x? = 23 invariant; this group is manifestly a normal subgroup. The conditions

sz =0 for z* = 2§
imply that
8€r aké»r
r . = _ s s . _— = O'
(5 )x4_xé (axg ) A laxa e OxT A )
0 0
the infinitesimal transformation then reads, referring to (63')
i=j o
— L JITE
o 15..24.3 _1\J—*t LA
(65) S= /d:c da’dx i_zk;l( 1) i

i—ip
where -4 ~Zr_ i taken at z* = x4 and the
(dgj )J 0

R
A (8.114)Z o
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are arbitrary spatial functions.[30] The group S is at every point of the slice a
ro(j — k)parametric invariant subgroup. The group (52) considered in section 6
is a subgroup of this group.

§8. Covariance of the procedure under the group action

Using the results just obtained we are now in position to easily settle the question
whether the procedure is covariant.

The formula (45) implies that for an arbitrary group transformation every
functional ®(Q,P) is subject to a similarity transformation of the form

(66) ' =85"105

where according to (58) S is time independent.

Furthermore, as is easy to see 14 that formula (45) is also true for infinitesimal
transformations A of the group, i.e., when all of the field quantities are subject
to the infinitesimal transformation M,

(67) wd*N = [M,N],
hence, more generally,
(67) N' =87 NS.

From (66) the covariance of the CR (37) follows immediately. According to
(35) the Hamiltonian consists of a @ and P dependent functional Hy and a term
A" F, that according to section 6 represents a special infinitesimal transformation
N. On account of (66) and (67') the canonical field equations are also subject
to a (constant in time) unitary transformation, under which, as is well known,
they remain invariant.

All that remains to investigate is the variation of the left hand sides F, of
the identities (29). According to (67) they vary as

(68) wd*F, = [M, F.].

141f one replaces ® in
1
' =&+ —[N, P

w
by
- 1
=4 —[M,P]
w
and @' by

~ 1
& = + =[M,
w

then it follows after an easy calculation that
=, ~ 1 [—
=0+ — N+
w

cf. also E. Noether, Gétt. Nach. 1918, p. 252. [31]
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Thus it follows from the fact that the group S defined in (65) is an invariant
subgroup, [32]

/ AA = T8 dj_ifs
(68) M7= ) o (datyii-

According to (68) and (68’) we therefore have §* F,. = 0, i.e., the proper identities
F, = 0 are invariant, due indeed to the identities themselves and possible time
derivatives thereof.

89. Extension of the theory to the “second case” of section
1

We indicate briefly how the theory above is extended to the “second case”
defined in section 1.
Our group would then have the simple form:

ox¥ =0,
(69) 6Qu = Carl’.
With
(14) = L (Q)Qu,,)
Q) Qs
we have according to (12)
(70) 5(L+ L) =0.

1. Next we calculate d£’. T maintain that d£’ takes the form

(71) 0L = d:i” (RY6Qa)
or

d
(72) 0L = T (TYET).

We obtain first

d [ofer d(cart”)
/ — T v,op .
oL d:c”{ 0Qs O G Mg
we set
ov dfv e afv,ﬂp
(73) T = e T
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and

(74) Z." =r*cor,
so we have
d d
5 r__ I’FV r 7 (fV,ap o r )
(75) £ = g AT ()

Now we use (70) and write out the requirement that the coefficients of the
second derivatives of the &” vanish identically. Since £ contains no second
derivatives of the £", we have according to (75)

(76) (frP + [P eqr = 0.
As a consequence (75) is reduced to

d

/—_
5£—dxy(

7,7€").
Now we set

(77) ROV = o

and notice that instead of (74) we can also write
(74) Iry = Raljcara

thus we have proven formulas (71) and (72).
2. Now we set up the analogues of the identities (28) that in the first case
contain the proper identities (29). For that purpose we must simply set the

coefficients of the jfc: in (70) equal to zero. We obtain

(78) (P + R)car = 0.

In particular for v =4 :

(Pa + Ra4)car — 0’

or, once again substituting

F, =P%qr and I,* = T,,

(79) Fr+1T, = 0.
3. The identities (79) are proper, i.e., we have

Ty,
IQa

(80)
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More generally we wish to prove that instead of (80)

Bp Bv
(80") a(r Cﬁr) _ a(r Cﬁr) :
aQa,u aC?oz,p

from which (80) follows from (74) when v = p = 4.

For this purpose we set equal to zero the coefficients of £” in (70): there
is one in the term linear in the second derivative Qq, ., With only @ depen-
dent coefficients. Since this expression vanishes for arbitrary Q. .., we can
in particular assign c-number values to the @, ,, and then separately set to
zero the coefficients of the (), ,,. Using the formula that is valid for arbitrary

ICp(Qa; Qa,u):

0 oK” n d oKr
aQa,u aQa dxr 8@04,1/,

we find for these coefficients according to (71 and (73) [33]

d
(81) 77 K (Qai Qo) =

8(rﬁpcﬁr) 3(rﬁ”cm) '
aQa,V 8Q047p 7

setting this expression equal to zero gives (80).
According to (81) it follows furthermore from (73) that [34]

orev B afl/,ﬁp B afl/,ozp B aRoa/.
0Qpp, 0Qa  0Qs  0Qp,

therefore instead of (80’) we can write

(82)

Bp Bv
(83) O(RPes) __O(R™epr)
8Qa,u 862@,0

4. The calculations of sections 3 and 4 can be applied word for word to the
present case with P + R* taking the role of P<.

The derived expression M for infinitesimal transformations undergoes an
analogous modification since P is no longer a tensor density. °

Rather, we have according to (50) and (70)

95Qs  O(SL))
av _ Buv 8 . .
o = e 90my

but by (71), referring to (81),

Qar  9Qa dvr 0Qaw

15 Although neither P nor R®¥ are tensor densities, it is easy to show that P + R is
a tensor density.

a(6L") 8(Rﬂ”5Qﬁ)+ d O(RPPQs)
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i.e., taking (83) into account

00Q s 8(R5V5Q5)+ d 8(725”5@5)
0Q.  0Q. dzP 9Qn,

(84) 5»PO¢V —_ _»P,By

In particular due to (80), for v = 4 this becomes [35]

o_ _psPQs O(RM5Qs)  d_9(R5Qp)

oP

Q4 0Qq dz? 0Qa,
ie.,
(85) wdP® = [N, P,
with
(86) N = (P* + R*N6Q..

Once again on account of (80) we also have [36]

(87) W(SQQ - [N, Qa]>

so that we have in N the desired extension of M.

From expression (86) it follows exactly as in section 6 that the left hand
sides F,. +Z, of the proper identities commute as a consequence of the identities
themselves.

The considerations of section 7 concerning the constancy in time of the M as
well as the proof of covariance of section 8 can be carried over without change to
N. In particular, since it is assumed here that j = 0, the identities F, +Z,, = 0
play the role of the missing field equations.

§10. Observations concerning the simultaneous treatment
of multiple groups

In case the Lagrangian admits several groups the above theory is still appli-
cable considering that the infinitesimal transformation of the direct product of
the relevant groups consists of the sum of infinitesimal transformations of the
individual groups. In particular the F,. of each individual group commute not
only with each other (due to F, = 0), but also with the F,. belonging to other
groups. It is also permissible that “case 1”7 (L is a density ) may apply to some
groups, and “case 2”7 treated in section 9 may apply to others. For the latter
case we must simply replace the F,. by F,. 4+ Z,; these once again commute not
only among themselves but also with the remaining F,..

It follows from this observation that one may treat independently the indi-
vidual groups admitted by the Lagrangian.
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Part Two: Applications

§11. The Lagrangian

We wish to construct a Lagrangian that includes not only electromagnetic and
material fields, but also the gravitational field. Concerning the latter, we will
adopt the one-body theory proposed by Fock ¢ and Weyl !7: we describe the
gravitational field through the introduction at every point of four orthogonal
vectors h; ., (i = 1,2,3,4) and we demand that the laws of nature be co-
variant under z-dependent Lorentz transformations of the “Vierbeine” . [37]
This covariance, called “Beincovariance” by Levi Civita '® is fundamentally
different from the “local Bein covariance” demanded by the Einsteinian the-
ory of Fernparallelismus in which all of the tetrads are rigidly linked (constant
Lorentz transformations of the tetrads). In agreement with Fock (and contrary
to Weyl) we describe the material field through a four-component wave func-
tion ¥ = (11,2,13,14). For the electromagnetic field we select as variables
the components ¢,, of the four-potential. **

The Lagrangian is constructed additively out of three parts that correspond
to the three designated fields (and simultaneously contain the field interactions).

Letting

06, _ 09,
oxt  Oxv

represent the electromagnetic field tensor, then the radiation term in the La-
grangian is [39]

(88) E, =

1

(89) E=1

E.E",
where we define
EM = EFVH

where A’ is the determinant of h;, and the E*¥ are the contravariant compo-
nents of the tensor £, .

In order to construct the matter term we fix a special system of Pauli ma-
trices 2°

0 = )=V )= (1),

Thus let us set

(P 0 7_
(91) a; = z( 0 _pz) (1=1,2,3),
g4 = 1.

16V, Fock, Zeit. f. Phys. 57, p. 261, (1930)

7TH. Weyl, Zeit. f. Phys. 56, p. 330, (1929)

18Berliner Berichte 1929, p. 137.

19Gince we have set % = ct we have ¢4 = —¢, where ¢ represents the scalar potential. [38]

20They differ from the Fock matrices only slightly. The essentially different feature of the
specialization is 04 = 1 (In Fock’s notation og = 1).

23



We now introduce the notation
(92) ep=—1, ea=1,
so the matrices a; are Hermitian and they have the commutation property
(93) A OkeE + OLOmem = 2€mO0mk-

We still need the matrix

(94 —(15).

(where the ones represent two-row identity matrices). [40]

With regard to the latin indices a sum over doubly repeated indices is un-
derstood, whereby the factor e is to be ignored when counting the number
of indices. In addition to the h;, the contravariant h;" also appear, and they
satisfy the relations [41]

hihi, = exlg
95 1 ’
( ) { ekhthM = 5‘5,

which express the orthogonality of the tetrads in the space with metric [42]

(96) Juv = ekhk,uhk,u-
Defining
Ohy Ohy
97 L =—2
(97) Moo ox° Oxr’
and
(98) 2ymkt = (Mo hhf, + 0o b B+ mpo b, ), [43]
1 e > he

(99) C = 7 Gk Om O Ykl + ;%hz B, (w= %), [44]
and finally [45]
(100) v = exarhflh,
then the matter term in the Lagrangian reads [46]

* o aw 2, /% /
(101) Rwp™ (v o e Crp | — me“yp*oh’.

(x* is the complex conjugate of x. Rx is the real part of z. Sz is the imaginary
part of x.)
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Now we have (cf. Fock, loc. cit., formula (24)),

ov°
6[(0&101 + CZTOQ) = —%,
and consequently
* o 8 w 8 * N0
(102) Swip (7 a;i-—eunch¢) = 5 50 W)

We can therefore take as the matter term [47]

0

(103) W = wip™ (’y" 8;%7 - elalCl¢) — mc2Y*roph/,
instead of (101).

For the gravitational part we take ig, where y = Sggf (f = Newton’s
gravitational constant) and [48]
(104)

/ ’ ]_ / / ]_ / /

G = ekemlpahfh,’; 77 h'nlg/gl —§ekemﬁmhf ht g7 h'nfj,gl —Zemiwgw g’ h’n,lgla,;

as is easily checked (cf. eg. Weyl, loc. cit.) that G differs from scalar curvature
density R by a divergence

_ d v ORI
(105) R = g - 2@ (elhl Ox° .

Altogether we have therefore
1
(106) L=—G+E+W.
2x

In contrast to the usual form of relativity theory where the field quantities

guw Were not vectors but were rather second rank tensors, the two constituent

parts G and ngy (eﬁ}’%) of R in (105) are scalar densities under the

general relativistic transformation group. On the other hand G is not by itself
gauge invariant, but R is. [49]

§12. The gauge invariance group

The simplest group admitted by our function £ is the gauge invariance group
for which the z¥ and the h;, remain invariant while the ¢, and ¢ transform as
follows [50]

- 9¢
(107) it

Under this group 6£ = 0.
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In order to ease the comparison with the general theory we set 2!

d)v :Ql/> 7/}:Q57

so that we have
=06k k=0

with the single resulting identity
(108) P =0.
This follows directly from the explicit calculation of the P*¥:

pry = gvi
(109) { 7)51/ — wi/)*’y”.
In order to discuss this simple example further we first disregard gravitation,
i.e., we set h;, = d;,. [76]
The Hamiltonian then takes the form

(110) H = Ho + AP,

where Hj is for example the special Hamiltonian function selected in H. P. II
that does not contain P*. [52]
The field equations read [53]

wQU : [ﬁ()a@?]a
(111) ‘ Qs =\,
wQs = [Ho, Qs);
(112) wP® = [Ho, P?], (a=1,---,5);

Since we also have j = 1 we have a constraint 22 besides (108) [54]
(113) [Ho, P = 0.

So A in (111) remains fundamentally undetermined and the fourth equation
(112) is replaced by (113). o
The infinitesimal transformation M reads here:

M = / {%54” — ew*y%} dztdz?da?,

or through integration by parts

M:/{ﬁp‘* ¢ {854” —|—e¢*fy4¢}}da:1dfc2dx3,

oxt ox?

21Since the 1 are not Hermitian it is necessary to make some small modifications in order
to adapt these variables to the formalism. The is no need to go into these details here.
221n the notation of H. P. II (113) reads C = 0.
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The square bracket is nothing other than %[ﬁo, P4, or P4, so that
Vi o 4 AP 17273
(114) M :/{@P —€w dzxdz*dz”,

in agreement with (63’).
According to the general theory P* = 0 must hold due to the field equations
and the identities; this is in fact the continuity equation of electricity. [55]

§13. General relativistic covariance

For an arbitrary coordinate transformation [56]

(115) Sz¥ = ¢,
o&H
/ — _ >
(115 ) 5hl,1/ = h’l,/L oxv’
and
" 0p, = _Cbu gii»
(115”) { ot

The Lagrangian behaves as a scalar density under this transformation. [57]

We retain the notation of the previous paragraphs for the momenta conjugate
to ¢, and 1, and we represent the momenta P* conjugate to the hy, by P;*
So the inproper identities (28) read in the present case

Dp(EM +EVH) + hy (P + P = 0;

taking into account that E#¥ + E# = 0 they reduce to [58]
(116) P4+ P =0,

and we thus follow the four proper identities

(117) P =0.

The direct calculation in fact gives (116) since G and R depend on the h; , ,
only through the n%_ and

o',

= obéy — vl
Ohi vy poe

pYo

i.e., is antisymmetric in g and v. One finds [59] [60]

P = 1ps9"7 9" + ey (97" By — g7 h)
(118) —ern, by (hi g7 — ' g )eih’ 5

w OYmkl
_%Z¢*alamak¢elek DRy s
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The infinitesimal transformation M takes the form [61]

— oM 0 > -
M=~ [ artartast { S P+ 0,PY - € | o P+ 0,7 4.6, b

le t us consider in particular the translation £# = e#* = const so that % =0
yields the energy-momentum conservation law

Gu = const;

For a linear transformation we derive from M the generalization of the angular
momentum conservation law (cf. H. P. II, p. 177).

According to the general theory (section 7) the setting of the coefficients of
&H equal to zero yields a constraint

P _ _
(119) G, + %(hi,ﬁﬂ?ﬁ + ¢, P") = 0.

v

F. Klein 23 has already shown in another context that (119) is equivalent to the
four field equations.

§14. The true Beincovariance

For this group we have [62]

5z” =0, S¢, =0,

(120) 6hiv = ex&ikhiw, (Sik = —&ki),

and based on (120) it is easy to show that [63]

1
(120") 0 = Zekﬁz‘kaiaklb-

We have here an example of the “second case” treated in section 9, since G
is only locally invariant and only R is truly Beininvariant; M and & are also
true Beininvariants].

For the purpose of calculating formula (74), 7V = IV

, L} (iky» 1t will be useful to
temporarily select as a variable

Q% = 'R,
Then according to (105) [64]

y 1
fr = —;ezhﬁﬁ‘,

23Go6tt. Nach. 1918, p. 185
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and according to (120) [65]
ClLa(ik) = Ouexhih' — dpeihi'h’.
Referring now to (71) one easily finds that [66]

v 1 d v v

To calculate F. = F(;) it will be convenient to return to the original vari-
ables Q1 o = hyo and Q5 = 1. Then we have [67]

Cla(ik) = Oiekhi,a — Oki€ili o,
and in addition, by (120"), we set [68]
1
Cs(ik) = Z(ekaiak¢ — ejaa;)).
We have accordingly [69]
Fliky = P} exhi, — Preihi, + zek@lh/hﬁb*(alaiak — o).
Now according to (98)

aymjl h 8’7ij

v — i = W h}(8imOk; — 0ij0km);
8hi,y,4ek & 8h’kz,y,4e ' l( k Ik )

then according to (118) we set

amejl
)
hi,l/,4

(122) Pr =P/ — %%el¢*alamaj¢8j

where 751” represents the momentum in the absence of matter. Then the F ;)

simplifies, as it must, to

(123) f(zk’) = ﬁfekhk,y - 751:61’}%,:/-

According to (121) and (123) the six proper identities read

. - 1 d
(124) 'P,iyekhky,/ — P,Zeihi,l, + ;elek%(h’h?hz — h’hfhi) =0,

which can also be obtained directly from (118).

§15. Supplementary observations on the gravitational and
matter fields

1. After having sketched in the previous paragraphs how the Fock-Weyl one-
body theory can be quantized, we would like to briefly address a point that is
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treated differently by Fock and by Weyl, namely the construction of the energy-
momentum tensor 7;” of matter. The Fock approach leads to a non-symmetric
tensor and seems for our purposes to be inappropriate. We prefer the Weyl
definition [70]

4%
oh

(125¢) T,V =

that based on the equations of motion gives a symmetric tensor. However, since
Fock works with a two-component 1 while we want to stay with Weyl’s four-
component theory, it would not be redundant to repeat here mutatis mutandis
the Weyl calculation of 7;”.

The symmetry of 7;” follows immediately from 6W = 0, where § is the
variation (120), (120°), for it follows from setting to zero the coefficients of £
that [71]

1.6
T."exhiy — Ti eihi, = —5%%(%%% — €0,

ie., [72]
Zyekhk:,u - ﬁyeihi,l/ =0

using the field equations

This equation expresses the fact that the tensor [73]
= eiex T iy

is symmetric under the interchange of ¢ and k.
Instead of (125¢) we can just as well set

_SRW

126 T :
(126¢) Shis

which gives us a real tensor 7;¥. It is more convenient to calculate [74]

o SR

12 S
( 7C) 1,V 6h;j

— /
= _ekhkz,uhk,p,];fp = e;h Ti,u

Based on (103) we find [75]

7;/,1/ = %ww*ai 38;/: — e oo, — hi,l/W
ARG exh hinp g (U Qicumanth}

OYmikl O OYmkl
oxr Ohi.’p ’

(128¢)

—Rfeerery* oamany {3
with W = Lw.
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We confine ourselves now to special relativity in setting [76]
hi = eihiy = dip.
Then (128¢) becomes 24 [77]

(129¢) 7/, = %ww*ai%

2,

— 0 W — e appy, + %Zé’pfiu@w a0, a,),

with 9
W = Rwe, " ap—w — mc 1/1 o — epe ),

In particular we then have [78]

0
T, = Rwy* apa¢ e aztds + mc* o,

i.e., the energy operator is [79]

(1300) H = Oéﬁ (ii - Z¢p) + mco,

2mi OxP
In addition we have [80]

B w 0
T = Rwy* 8;/: — oy + %Za—xﬁ(@/}*aﬁaﬁw?

we set

(131) Q1 = I3,
for cyclical permutations of the indices {ijk}, then we have for example

0 0
7)) = Rwy” —dj — e oy + — {8 5 (V" psyp) — 973 (¢*M2¢)}-

The momentum operator is therefore:

h 0 e

132 Py = — —op;
(132¢) 2mi Ox” c(%
furthemore we get for the angular momentum:
M, = QT/ 3T/ o é}% * 2 8 3 a * 2 3
1= 2Ty — 27Ty = Rwth Iﬁ—xﬁ Y — e P[rgs — 27 o]

w

0 0 0 0
+7 {xzﬁ(w*uzw) - $2@(¢*M1¢) - m3$(w*u1¢) + 503@(1#*#31#)} ;

24cf. also H. Tetrode, Zeit. f. Phys. 60, p. 858, 1928. Fomulae (13) and (16) as well as the
text on p. 862.
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and consequently for the corresponding operator

h e 1
(133c¢) M, = oy (xQ% — mB%) — E(azzgég — 23¢9) + %

2. In the preceeding we have assumed Bose-Einstein statistics for the tetrads
hi.., i.e., we have chosen a minus sign in the bracket symbol for the CR’s. One
could ask whether it would be possible to apply Fermi statistics to the tetrads.
The criterion for the admissibility of CR’s with a plus sign is the following (cf.
H.P. I, p. 29): the usual bracket symbol (with the minus sign) [G,,, Qa], [Gu, P?]
must assume the same value when one replaces the minus sign in [Qq,@g],
[P, PP, and [Qq, PP] with a plus sign.

Applying this criterion the answer with reference to the tetrads is no, since
one sees from the form of the Hamiltonian (quadratic in the P®) that in the
transition from a plus to a minus sign [Hy, Q.] undergoes a change; the two
terms quadratic in the the P® in the bracket symbol are different, and the
changes do not compensate each other.

3. The pure (vacuum) gravitational field could be described by the g,
instead of the h;,. Then we would be dealing with another variation of the
“second case” and due to the general covariance group we would obtain four
identities of the form (P + R*)cl = 0.

Summary

1. When the Lagrangian function £(Qq; Q) transforms under the group 2°

(2/) { oz = ay’ (x)gr(x)v

0Qa = &, (z,Q)€" + 5, 2,

as a scalar density, then there arises between the () and the conjugate momenta
P the identities

(29") F.=P%: =0.

In case L+ L', but not L, is a scalar density, where £’ is linear in the second
derivatives of the Q,, then P + R** appears everywhere in place of P°.
2. Consequently the solution of the equations

oL

PY = —

0Qa
for the Q,, takes the form

(31I) Qa = Qg (7)7 Q) + /\Tci)lcrv

25For the purpose of this overview we specialize the formulas to the physically interesting
case 5 = 1.
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with arbitrary spacetime functions \".
The Hamiltonian thereby takes the form

(35") H=Ho(P,Q)+ N F..

The basic equations of the theory are the canonical field equations, the
canonical CR’s, and the constraints
dF,

Fr=0 and — =0.
and — 7

3. The infinitesimal transformations of the group can be expressed as

(45) ws*® = [M, D).

(46) M =PQ, — G,6".

(® is an arbitrary function that depends only on @ and P; G, is the (pseudo)
energy-momentum density).

A special case of M on an arbitrary slice z* = x§ is €"F,.. It follows from
F, = 0 that the F, commute amongst themselves, i.e., that the constraints
F, =0 are compatible.

Furthermore, due to the field equations,

dM

from which it follows that
_— oE"  dF,
_ 17273 T e

(63) M —/d:c dx*dx {]—"T@ — da:4£ },
and

d>F,

4/ L=

(64") (dz)? 0,

based on the field equations (temporal evolution of the constraints).

4. The basic system of equations is invariant under the group.

5. The electromagnetic field, the Dirac material field, and the gravitational
field including all interactions were treated as examples. The relevant groups
are the gauge invariance group, the true Bein covariance group, and the group
of general relativity theory.

In particular, as regards gravitation, it is not possible to quantize the corre-
sponding field quantities with Fermi statistics.

I express my sincere thanks to Prof. Pauli for his suggestion to undertake
this work and for his valuable advice.

Zurich, Physics Institute of the Swiss Federal Institute of Technology, March
5, 1930

(received March 18, 1930)
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2]

An ellipsis is missing in these equations. they should read

r k ¢&r
ba = a0 (2)€" (x) + a7 (@) gow + ..+ a7 (@) oS
r J £
0Qa = %, (2, Q)E" () + G, (2, Q) Zor + . + €5 (2, Q) 5255

Rosenfeld defines the variation of @), as follows, letting a “prime” represent
the transformed variable,

5@& = Qla(x + &E) - Qa('x)'
Below he will call this a “local” variation.

Note that with these definitions Rosenfeld is accomodating the inclusion
of transformations for which dx¥ = 0, in which case he is evidently taking
k = —1. Thus the local Lorentz transformations treated in Part 2 will also
satisfy the condition

j>k+1,

where k = —1 and j = 0. See equation (120).

The 0* variations are minus the Lie derivative in the direction dz”. E.
Né6ther denotes these variations in the functional form by & in Nachr. v.
d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, 235 (1918). P. G. Bergmann, beginning in
1949, Phys. Rev. 75, 680, continues Nother’s use of the § notation. These
variations are now called “active” variations.

d
5* (j > =9 (2 — dz) — D(z) =6(P,,) — P, 02"
xl/ ) ’ ’

Also
(07®), = (®(2' —dz) — ®(x)) , = (§®) , — @, 02" — P bzt
Setting these two expressions equal we find
§(@,) = (0®), — @ 027,

A scalar density R of weight one is defined to transform under the coordi-
nate transformation z'”(x) as

R'(z') = R(z) det <%> ,

So for 2’V = a¥ + dx¥(x),

aox”
/ / — 1 .
R =) (1- 52
resulting in equation (8)
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[7]

[10]

[11]

Anderson and Bergmann called these ‘primary’ identities (or primary con-
straints when referring to phase space) in Phys. Rev. 83, 1018 (1951) Theirs
is now the conventional terminology.

The commutator will not depend on either Q, or P®.

The matrix A*° formed from the second partial derivatives with respect
to the variable velocities is known as the Legendre matrix. Rosenfeld has
demonstrated that the ¢4 constitute 7o independent null vectors of this
matrix. The existence of null vectors is now taken as a defining property of
singular Lagrangian systems.

The reference is to the rewritten form of equation (21) that follows equation
(29).

The line containing the commutators may be written as the nested com-
mutator

1 / / ’
5 [Aaﬂ [P =D >Av’ﬁ’]]
This expression vanishes by virtue of the second implication.

The construction of the c-number special solution of (21), and also the g-
number solution with appropriate modifications, proceeds as follows: A%8
is a real symmetric matrix, and hence may be diagonalized using the nor-
malized eigenvectors S7° satisfying

APSYE = \_ ST no sum over 7,

where the eigenvalues A\, are real. The S (N=rotrje = W are by
3
virtue of (25) normalized eigenvectors with eigenvalue zero. Viewed as a

transformation matrix the inverse of S is S*. Then

. (A0
sast= (4 0).

where A is the N — ry dimensional diagonal matrix

A 0 s 0
B 0 Ay - 0
A= ) )

0 : : 0

0 0 - An—n
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Let us represent quantities transformed under S with a “bar”, so for ex-
ample we have

A0 0 0 0
0 Ao 0 0 0
. 0 0 0 0
A=SAS"=| 0 0 AN—r, O 0
0 0 0 0
0o - 0
Welet 1 <& < N—rgand N —rg < @’ < N, and it follows from (25)
and (26) that
’Pa// _ ’Da// _ O,
i.e.,
Pl
: P’
_ _N'—’I”O 0
P=SP= P = . ,
0 :
: 0
0
and _
Dl
: D’
B _]\/:—T‘ 0
p=sp=| P " (2| "
0 :
: 0
0

Therefore according to (21) we have the trivial solutions

QTgé// - O
Next, using the inverse
+ 0 0
1
e 0 5 0
0o 0 ’
0 0 1

)\N—T‘O

we find



so the complete particular solution is

AP oD)\ [
G = 500 = X |
0 0

Thus we have _
Q) = (A7)*? (P? - DY),

where I have defined
(A0 = 5 (A1) g7,
The general solution for Q, is
Qa = Qg + )\Tcroz-

This classical equality is established by Rosenfeld in Ann. de I'l. H. P.
(1932), 25 as follows: With £ = £L(Q,Q 5, Q(Q,Q 4, P)),

oc | oc oL  0Qg
0Qawlp  0Qarly 0Qs 0Qus|,’
or .
oL | oL | 9L 0Qp
0Qui g 9Qawlp Qs 0Qus|,’
On the other hand
OH _ oy 0Qs | 0L | _ oL |
0Qa. ap|, OQarlp  0Qarly

Using the notation and results from [12], we will find the explicit expression
for the Hamiltonian H = P? <Q0 + )\TCT> —L£(Q, QO—}—)\TCT). First we rewrite
the Lagrangian density as

£(Q.Q°+Xe) = JQMAQ + DO+,

where I define & := BWQW; +C. Using the fact that the ¢, are null vectors
of A and are orthogonal to D, we have

£(Q.Q°+ e) = £(Q,Q°) = JQ'SAS'Q+ D'Q + €
1 - O/ﬁ/ - = -
= §Qo¢’A Qﬁ/ +D Qa/ +(€
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[15]

[16]

[17]

[18]

77

1 _ Ozlﬁ/ _ 1 - _ a’ﬁ’ _
— Zpa (A1 B _ Zpa (A1 DB
5P (A7) PP =D (A7) +&
| 1+ (1
Therefore
H="Ho+ \NF,,
where

1 1
Ho = 57?%4*173 —D'ATIP + 51)%4*119 ~&
Referring to [14]

- 9Pe
Generally the preservation of the primary constraint under time evolution

will lead to a fixation of the functions A" and/or lead to more constraints.
Rosenfeld addresses this question below.

Qa (PY — D7) (A_l)w + AN Crg = Qg + XN,

Also, referring to [12], note that

NF.=Ne,oPY = (Z c%) 12 A eN_porr P”

_ (Z cfﬂ)lm AT §e N-rotrpa _ (Z C72~,8>

In other words, the additional term in the Hamiltonian is equal to a linear
sum of the vanishing momentum linear combinations P“

1/2 )\T‘rﬁN—TQ—FT"

If the spatial boundary is taken to be finite it appears to be sufficient
for Rosenfeld to assume that the field quantities take the same constant
value at each coordinate boundary. See my remark [17] preceding equation
(44). On the other hand if Rosenfeld is contemplating a falloff behavior
at spatial infinity he needs to assume that the Lagrangian asymptotically
approaches zero. An alternative not mentioned by Rosenfeld would be to
treat a spatially compact manifold.

o ,(ddd  d dD
90 Gv], #] = (dw“daz” dxv dx“) =0

There is a crucial error in the following discussion of the generator of in-
finitesimal transformations that will render invalid some of the properties
that Rosenfeld derives. I will present some details later with regard to the
example that is treated in Part Two. The results that Rosenfeld obtains
from this point on are strictly valid only for Yang-Mills type local gauge
theories. They do not hold for generally covariant systems.
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The fundamental problem is that we are asked to conceive of the quantum
mechanical commutator [M, ®] as being placed in correspondence with
a classical Poisson bracket, to be understood therefore as a function of
canonical phase space variables. Thus we must interpret equations (47) as
representing on the left hand side the variations of the canonical variables,
initially conceived as functions of configuration variables (), and velocities
(a4, and then projected under the Legendre transformation to functions of
Qo Qa,v, and P. (This is especially clear in the derivation of the variation
of P% in equation (50); P is understood here to be a function of @, and

Qa,u)-

The problem is that some configuration-velocity space functions
f(Qas Qa5 Qa0 are mapped under the Legendre transformation to zero.
The functions with this property are namely those for which

@f—

To prove this assertion, define

f(Qom ro,ﬁa Qa,O) = f(Q?P(Q7 Q))

Then since ca,r% =0 we find

(134) —f_ Ca,r 8f Pﬁ

" 0Qa PP 9Q.

Thus only projectable functions can appear on the left hand side of equa-
tions (47). Rosenfeld does not recognize this necessary restriction.

This restriction was first mentioned in print, as far as I can determine, by
Bergmann and Brunings, “Non-Linear Field Theories II. Canonical Equa-
tions and Quantization”, Rev. Mod. Phys., 480 (1949). They give the con-
dition (134) explicitly in their equation (3.24). The projectability obstacle
was rediscovered by Wald and Lee in 1990, “Local Symmetries and Con-
straints”, J. Math. Phys., 725 (1990). It is possible to overcome this ob-
stacle by introducing a coordinate symmetry transformation group whose
elements depend on the metric. Pons, Salisbury, and Shepley showed in 1996
that the compulsory metric dependence on infinitesimal coordinate trans-
formations is precisely the decomposition of transformations into those that
are tangential to a given time foliation of the spacetime manifold (that do
not necessarily depend on the metric), and transformations that are per-
pendicular to the foliation (and therefore do depend on the metric).

Returning to Rosenfeld, to be consistent he needed to restrict his variations
0*Q, to those that satisfy

0
= 5*Q, = 0.
Ca,r 90, Q
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[19] We have

AR o

00Qs 1 _ N
_'p/@’E _ ; {/ 43 (73/'6@/@;15:17/” +H’5m’4) P }
06Q) 0 . OH 0 OH
gYl% B s i 4
P s (Pra”) + bt = <5 662&“)
But according to (33) (and the fact that % = —% ) we have
OH J0 OH oL 0 oL

9Qn  02h 0Qu,  0Qn 028 0Qu, -

and therefore

1 25Qs 0 aset
_ al _ _pB B _ s [l av _ pog 4
w[./\/l,P ] P 90, o1 (Péx )+—8$ﬁp Prox”.
[20]
oL oL
5= 50008+ 50 —0(Qa)
SO

9oL L L 9L 95(Qp.)
e 6 _}__6 + ,,U, ,

90us ~ 90500029 T 50,00, 0 @) T 50, 00,

where we used the fact that 6Q)3 does not depend on @, .. We also have

aﬁ 82£ 82[,
MNa~r— ) =5~ a7 0+ 5575~ 9 )
(86204,1/) 3Qa,y8Qﬁ Qﬁ aQa,yaQﬁ,M (Qﬁ,u)
Thus we find
0°L 96(Qp.11)
P = —— = §Qp — PRl
00000 Qs

[21] Since dz* = 0 and 5@& = ct-4 rer

ar (agg4)J
M= /d3x770‘5Qa =eF,
[22] More generally,

[Fs(f7 xé),]—}(f’,xé)] = 63(f_ f/)cisft(fa xg)

Recall that Rosenfeld is confining himself here to transformations for which
ozt = 0.
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23]

dmv  dP* déQ, AP
— 5 o v _ o 6 Mmoo av o ,/(5
dor = gy Qo TP g T g Qo = P Qa0
v d&c“ oL . dozt
—P Qa,u AV Q Qoz u(sl’“—k'P Qa ,uu(sx +£d
Recall that 450 L5l
x
4] o,y — = — o T o, .
Qo dzv " dav
and according to (13)
doxzt oL v
L e —0L = —TQaéQa —PY0Qaq,u-
Substituting we find
dmM” oL oL aper dPC”’
= — (Sa—aéﬂ 5 a(Sll«_ a(S*Oé
G 90, et gg, et T 00— Gttt = —L70Q
[24] Rosenfeld evidently assumes that the variations vanish on the spatial
boundary.
[25] According to (38) and (43), replacing ® in (43) by §*®, we have
2d5*<1>

— OM
Aot = @7 [qu)u +w l@aq)] ’

where in the last term we recognized that since ® contains no explicit x
dependence,

Ww—120"d=|—,0

0 oM
oxH OxH’

But according to (5),

do* P d®
2da:'u, —C()5 (dxp,) F[gﬂ’ H’

and therefore, using the Jacobi identity,

[, G ] — (G . 91] = [.G,0.0] = [ 4.0
We conclude that -
A

[26] There is a puzzle here. As Rosenfeld notes, the requirement that arbitrary
time derivatives of the constraints F,. = 0 vanish is an internal consistency
requirement. It is independent of the analysis of the generator M that
he has just undertaken. With this requirement in mind, the result that
% = 0 may be viewed as a consistency check. What Rosenfeld has

actually proven here is that on account of the requirement that (fli JZ’)“ =0,

the generator M must vanish. But he never says this explicitly.
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[27]

For a simple example suppose that F,. has no explicit time dependence.

Then in requiring that % =0 we find

[H_var] = Xr + 0;.Fs,
where x, is a secondary constraint (if it does not vanish identically). Then

5 d°F,

w (d$4)2 = [ﬂ’ Xr + (bf“ + Cf‘tFS] - [ﬁo, XT] + )‘u[ftw Xr]v

where I have omitted terms that are proportional to F.

We are to understand the presence of arbitrary functions as Rosenfeld’s
definition of “missing”.

We are still considering here the special case j = 1.

Keep in mind that in this definition £+ 1 < ¢ < j, so these derivatives need
not vanish.

Rosenfeld is demonstrating here that the cumulative variation in ® obtained
by first performing an infinitesimal transformation generated by A and
then followed by a transformation generated by M can be written as a
transformation generated by M followed by a transformation generated by
an altered generator, namely A + 5[M, N The transformed fields under
the first transformation are labeled by a “prime”, whereas the transformed
fields under the second transformation are denoted with a “tilde”. Thus

1 —
' =+ —[N, 9,
w

and to be unambiguous Rosenfeld should denote the second transformed
field as (®’) and not (®’), Thus

—

(@) :@’+£[ﬂ,¢’] :<I>+£[/T/,<I>]+ [ﬂ,qwé[ﬁ,q)]}

1

=04 (V] + [0 - ([, [V, M] + [V, [2, 3]))

1

w?

1 — 1[— 1 — — 1 —

=0+ —[M, D]+ — {NJF — M, N, ® + —[M,cb]]
w w w w
| 1. -
=0+ — |N+—[M,N], 2],
w w

where in the second line the Jacobi identity was used and in the third line
we ignore terms of order (%)3 Equivalently, he has computed the generator
of the commutator of the two transformations generated by N and M; this
infinitesimal commutator is generated by 1 [M, N].
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32]

33]

In other words, the commutator must be equal to some (so far unknown)
linear combination of the generators of the invariant subgroup.

Rosenfeld does not employ the identity (81) to prove (80'). The key ob-
servation here is that the coeflicients of Qo ., in 77 , must vanish, where
rf :=r%c,,. But since

p

or? or?
P T T
"0 0Q0 T 9y

the desired coeflicient is

or? n ory
aQa,u 8@&,[)

0.

This is (80').

) dfu,ocu B afu,ap B d afl/,ocu B 8fu,o¢p
8Qg’p dxt N 8@5 dxt 8@5’[) N 8@5

Recall (80).
Because of (80) [R**,Q,] = 0.

We will begin here in translating Rosenfeld’s notation into conventional
contemporary form. He is using Fock’s conventions regarding the Vier-
beine, and these were in turn adopted from Levi-Civita, Sitzsungsberichte
der Preussischen Akademie der Wissenschaft, 137 (1929). He employs a
Minkowski metric with signature (+1—1—1—1). We will denote Minkowski
indices with capitalized latin letters from the middle of the alphabet, so the
components of the Minkowski metric are

1 0 0 0
o -1 0 o
MrI=1 9 0 -1 o0
00 0 -1

Then h;, is the covariant tetrad with the Minkowski index lowered: h;, =
ery, where 7 becomes a Minkowski index ranging from 0 to 3. Thus ey
essentially raises Minkowski indices. Lower-case Greek indices will continue
to represent coordinate indices.

Note that with the chosen signature ¢° = ¢y = —¢.

Note that since h;, = es,, det(h;,) = —det(el) = —(—g)'/2. Also note
that Rosenfeld is employing Gaussian units, and since the action involves
an integral over ct, all of the contributions to the Lagrangian density should

be divided by c.
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Excepting for a cyclic permutation of the Cartesian coordinate axes, the p;
are ¢ times the conventional Pauli matrices o*. In particular,

3

P1 = 10 ’
P2 = 7:0-17
and
p3 = io?.
We therefore have
0 o3 3
—0Q] — _03 0 =T )
0 ot 1
and )
o 0 o 2
Letting
.=,

the I'! are the 4 x 4 Dirac matrices. The sign of the spatial matrices differs
from the modern chiral representation, yet the I'! still satisfy the correct
anti-commutation relation

{717} = 217,

In the following when translating Rosenfeld’s spinorial expressions into
modern notation I will ignore the different identification of spatial coor-
dinate axes and write

e;,o0; = .
I have corrected an obvious typographical error in the second of equations
(95).
h;” in modern notation is EY, where to avoid confusion when considering
specific components I use a capital letter to represent contravariant coor-
dinate objects. So ephy , = eff and h”pephy,, = 5Z is the statement that
E}}eff = 0.

_ I ,J
g/JJ/ - 6M6V771J'

This is the densitized Ricci rotation tensor in orthonormal basis, as we will
now show. The Ricci rotation coefficients are

(135) w“[J = E}‘Vﬂem,
where

Vieja =0 €50 — Fguejg.
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Expanding the Cristoffel symbols in terms of the tetrads we find
(136) (A) Eale[a N] EaJ [I ] + EaIEﬁJeﬂLG[L ,3}
and therefore
w M = Bfw, MK = B EMels, |+ ELE el + EYME e g

Rewriting in Rosenfeld’s notation we find, recognizing that his 7720 defined
in (97) is our 2er, 4],

W Wik = 2(EYESrekian + B ESenjpoe + B Eperin.s)h’
— (1L R RY + R R 0k BT RVR = 27,

This object is essentially the combined local Lorentz and U(1) connection
for Dirac spinors. In our new notation

1
C = —ekzoémawmkl-i- h doh'

4
1 0N L opmipopN ie o 1/2
= ZI‘ ' ~yonz — ZF I ving — %QSO'EL(_Q)
—q)1/2 . . . , e
_ (=9 94) (MT'wroi — TT wrio — TTT M) — o6, Ef (—g)'/?

—g)'/? i€
= —( g) FIFJQ)L[J - ﬁ(ﬁgEg(—g)l/z =: CL

where I use a latin lower case letter from the middle of the alphabet to
denote a spatial Minkowski index, and I made use of the anticommutator
for the I' matrices, and the antisymmetry of the connection wy sy under
the interchange of M and N.

,ya' — —FOFKE?((—Q)l/Q

To avoid confusion I am letting I'™ represent the Minkowski Dirac gamma.
matrices.

The mass and the charge terms appear with the wrong sign in this expres-
sion, as they do also in the final form of the matter Lagrangian, equation
(103).

1/2
—eoqyCy = —T°TEC, = FOFL( 4) Moy + FOPLEQ%EL( 9)'?

So we find upon substitution that

Ruwp* ( % - elalC’lw) — mcY*oph’
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) 0 e
— R (zhc(—g)1/2zp*r0E¢rf <@ +Q, - %%) w) +mcp IO (—g)' /2,

where .
Q, = ZPIFJ%U,

is the spinor connection, consistent with the Cristoffel connection, that
respects the scalar and vector nature of 7% and @/JHOE}‘ I, respec-
tively. It was first constructed independently by H. Weyl, Zeitschrift fr
Physik, 56, 330 (1929) and V. Fock, Zeitschrift ff Physik, 57, 261 (1929).
Both authors were attempting a geometric unification of Dirac’s electron
theory with gravity. See the article by E. Scholz, ”Local spinor structures
in V. Fock’s and H. Weyl’s work on the Dirac equation”, physics/0409158,
for a discussion of the historical importance of this work both in the uni-
fication program and in the development of gauge theories in general. For
the relevance to gauge theory see also the article by N. Straumann, ” Gauge
principle and QCD”, physics/0509116.

The final form of Rosenfeld’s matter Lagrangian is

9 /
W = wip* (’YU 8;f7 - ezalcl¢> —mc*Y*oph

_ o e _
a0 N2 upL 9 _ . € 2 o N1/2
= ihe(—g) " ELT (aqurQM th¢u>¢+m0 (=g)

where 1) := T,

Rosenfeld’s gravitational Lagrangian is obtained in the following way. The
curvature in terms of the Ricci rotation coefficients is

(137) 4be‘,f = E'EY (8Mw£‘] — ('“)l,wﬁ‘] + quLwl,LJ — wl,IquL‘])

Then the scalar curvature density is

R = (-g)?'R
= 2(—g )%E“Ezauwlj +(—g )%E?EZ} (wMILwVLJ — wVIquLJ)
= V(20 EEw]) =V, (2(-9) BYEY ) Wl

(138) + ( g) EuEJ <w,u Lwl/LJ - quLw;LLJ>7

where in the third line we recognized that the covariant derivative of the
vector density of weight one is just the ordinary derivative.

Using

(139) V,.EY = —w,"EY,
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and V9.3 = 0 we find

Vi (2(-9)FEYEY) Wl = 2(—g)% (V,EYEY + E{V,EY)wl’

I 9 127 )%y g ntr g 1 Vutg) @y

(140) = 2(—g)%Ebef} (quLw,,LJ — w,,ILw#LJ) )
Therefore (138) may be rewritten as
(141)

R=V, (2(—9)%E7E3W5J) — (—g) BYEY (wu! pw, ™ — w, pw, ) |
or
(142)

R =V, (2A=9) By Bl ) = ~(~g) B EY (w0, ™ = w, 1, ™)
This is Rosenfeld’s —G as we now show.

Defining
(143) Niap = 2€I[a,ﬂ]7
and referring to (136) we have

1 1 1
(144) wh? = SE 0], = SETnL, + §EC”E5J eurns

and

1 (0% 1 (63 (3
(145) EIILWMIL = __E?ELWICW +59 MEgeuMnMaﬁ = EgEMUMaﬁ‘

2 2
Therefore
(146)
B Lo = BB g BT gy = 0" g™ s Zien® .

Similarly, using (144), we find

(147) 2F%w, " = EYE“ty? ,, — EVE b, + BV EP 8,
and therefore

, 1
BiEjw,' pw," = L (BIE 0y — B E*n" oy + B** B n1ap)

(EZEPIULPV - EgEﬁnIpu + EPIEZUJ/JU)
1 (o2 1 (o

(148) = —§nMa5nN pog*PER ETM ZnMaﬁnM o9’ g°
Thus substituting from (146) and (148) we have

(=9)? EYEY (wu' L™ = w,f pw, ™)

1 o (% 1 (67 (o 1 (67 o
= —(-g9)? (gﬁ ESmn™ ap B o0 = 50T pog PERETM — 1Mrasn™ pe9°"g” )

=g (149)
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Next compare the divergence term to Rosenfeld’s. According to (144) we
have

(150) Efwl = BNV, E*e] = -V, EM.

Therefore the vector density appearing in the divergence of Rosenfeld in
(105) is

—2B" ((—g)}Ey) = —2B"1V, ((~9)}E})
(151) = —2(—g)?EMV,EY = —2(—g)? EVE4w!7.
This is indeed the vector density whose divergence appears in (142).

See [57]

Note that in cgs units, the dimension of the four-potential ¢, is
mass'/?length'/?time", and the dimension of the descriptor £ is therefore
mass'/2length®/?time="'. The factor =& is therefore dimensionless.

This specialization to the flat case should read
hi, = €idi v,
as it is correctly expressed immediately following equation (128c).

In modern notation the flat spacetime Lagrangian density is

. . S
Lo = thepTHep , — e bTHep — mc*ap — 1B B
We find .
$a =P + ¢o,a;
and
Py = ihc)™.

Substituting, we have

Ho frat = PPa + Pyth — Lo flat

1 1 . - _
= PP+ ZE“bEab + PG00 + edp P + me*Pnp — ihe) T

1 1 -
= S PP+ B Bt P G005 6, PuT T4 - @mr% PyTOT ),

wéa =w (Pa + ¢O,a) 5
wih = w < TOr%) , — —QS#FOF“@D — M@b)

WP = w (Ef;f’ — ey ") .
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[55]

We get the secondary constraint
[Ho fiat, P°] = 0 = —ihc (ep*yp — PL) .

The charge density is p = ey *1). Also, according to the equation of motion
for P, . ~
P = Eg — (eyI*y) , = —j%

where j* = e)I"*1) is the current density. Therefore the condition P° = 0
reads % +Jj% = 0. This relation is satisfied as a consequence of the equation
of motion for .

This is the site of Rosenfeld’s crucial error. To be consistent it is necessary
to restrict attention to variations that are projectable under the Legendre
transformation, as observed in [18]. One set of projection conditions in this
case is that all configuation-velocity functions must be annihilated by the

operator a%f' In particular we require that
0
9d%e’
(152) + =0,
oél
where
(153) §ey = —ep&h, — e &

The offending term, —6&050 can be eliminated by introducing infinitesimal
coordinate variations that depend explicitly on eé . The full details will be
presented elsewhere. The result is that permissible, i.e., projectable trans-
formations are of the form

(154) 6 = §Fe" + nte,
where
g"
1 [
(155) n (—g00)1/2’

is the normal to the constant coordinate time surfaces. The functions &*
are arbitrary functions of the spacetime coordinates, and in general also of
the tetrad components e!.

It turns out that when additional gauge symmetries are present, as in
Rosenfeld’s model, even this metric field dependence is not sufficient to
render projectable diffeomorphism-induced field variations; only a combi-
nation of diffeomorphism-induced and gauge is projectable. It turns out
that infinitesimal local Lorentz transformations must be added to the gen-
eral coordinate transformations in order to obtain projectable transforma-
tions. This was first pointed out - though from a different perspective and
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a different context - by Salisbury and Sundermeyer, “The local symmetries
of the Einstein-Yang-Mills Theory as phses space transformations”, Phys.
Rev. D27, 757 (1983). In my commentary here I will confine myself to the
vacuum gravitational theory.

Under the infinitesimal coordinate transformation z'# = z#+&#, coordinate
covectors v, transform as

Ox" 5
U/I.L(m,) = wvu(m) = ’U“(.CC) - ghu,vl/(m)7
SO
ovy = v, (z') —vu(x) = =0,

It is straightforward to show that under this coordinate transformation

(o (2ot BrEsl?) ) = -, (2 (20t ErERl?) )

In other words, the term that is subtracted from the Ricci scalar density
to form the gravitational Langrangian density G is itself a scalar density.
Thus, as Rosenfeld observes, G is a scalar density under general coordinate
transformations.

Recall that these identities arise from the vanishing of coefficients of the
highest derivatives of £# that appear in the identity expressing the scalar
density nature of the Lagrangian density. In this case we are dealing with
second derivatives, and the irrelevance of the order in which they are un-
dertaken results in the symmetrization under exchange of p and v.

Representing in modern notation the momenta conjugate to ei by P} we

have
1 0¢g oM

Pl = — ,
2X aém + 86'1“
and
%Y 1/2 L 1 0
= (— -9 ,BaEa EP apEBLEU - ap [305L M ..
Dern (—9) 9" ENE™ +g B 3970970 ) Mo g e
Substituting
9 I 0
gy, e = 2L
we find
ag « o 0 «
Per = (_9)1/2 <_4gﬁ[0Eu]1EM + 2¢ [“E]\;[Em +g [MQO]/B(S&) (6%,3 _ eé/’la

In addition, the contribution to the momentum from the matter Lagrangian

1S
M

oeéry,

o0,

Zh(_g)1/2r&EZFL 861
o

b.
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Referring to (143),

o9,
9 = Egd58!,60) — E5 65616 + B Eljel 57,6169
7
= 5 EWs0 — 5L B0 4 Bl EYel
and therefore
oM

é1,

_ 1
2ih(—g)'/2yT* <FKFIEQ;E2] — BlEY 4 §FKFJE£§E3]5£) .

The momentum conjugate to ey, is therefore given by

S <_29'6[OEN]IEM +g"MEGEP + 29 [“go]%fw) (¢ars = €5'a)

Pl =

_ 1
+2ih(—g)' /29T r (PK MELE] - B'WEY + STTY E%E%i) b

[60] I doubt that Rosenfeld succeeded in deriving the canonical Hamiltonian
Ho; this is the problem of solving the momentum relations for the (non-
gauge) velocities. He had made what turned out to be an important first
step from the point of view of conventional Hamiltonian gravity. He had
chosen to work with a Lagrangian that did not depend on the velocities éJ,
with the result that some of the corresponding primary constraints were
trivial. Dirac first made this simplification in conventional gravity in 1958
when he succeeded in removing the time derivatives ¢°* in “ The theory
of gravitation in Hamiltonian form”, Proc. Roy. Soc. 246, 333 (1958). The
determination of the velocities g4 in terms of the remaining momenta was
then greatly simplified, and he was able to easily write down the (vanish-
ing) canonical Hamiltonian. Beginning in 1959 Arnowitt, Deser, and Misner
made a similar discovery in a new Palatini approach to gravity, summarized
in “The dynamics of general relativity”, in Gravitation: an introduction to
current research, L. Witten, ed. (Wiley, New York, 1962). This paper is
available online at arXiv:gr-qc/0405109. I will derive Rosenfeld’s H else-
where.

[61] This expression is incorrect, as is Rosenfeld’s derivation of secondary con-
straints that follows. I will discuss the corrections that must be made in
another publication. As mentioned above, the problems stem from the fail-
ure to take Legendre projectability into account.

[62] (56[,, = 5[(]61{

[63] Recall that since a; = —T°T%, ay = 1, 0 = I'?, and e;o05 = I,

0 = Zejfz'j%aj¢ - Z&EFOF Ty — 5503F0FJ¢ - _Z&JF v

o1



[64] Recall that according to [48]

1 1 1 1

G- _—R_= EvL((— 1/2EN = — R+

2xg 2x X < (( 4) L),u L 02X M
and therefore according to the definition (14),

frot (~(-g) B =By (~(~g) ")

X e

so we deduce that .
[art = B

[65] According to the definition (2)
5504M — CaMIJSIJ — gMJgan
so we deduce that

1
CaMIJ — (gaJT/MI _gaInMJ) — 5(_‘9)1/2 (EaInJM _Eon,rIIM) )

N | =

[66] It is simplest to calculate the variation of £’ directly and then use (71), or
equivalently (72), to read off the expression for "7,

We find that since

=2 (E”L (E" ((—9)1/2)7/1 + Eﬁ,#(—g)lp)) . (g”“ ((—9)1/2)7# + E”LEﬁ,u(—g)m) :

X v X v
1
oL = —(=g)/? (3B""BY,, + (B 0EY),) ) =~ (=) (¢"MEX,BY , + BR (M Bl )

1

X X
—_o\/2gv

(e (coremer) )

Thus we deduce from (72) that

%

x| =

v

TvIT _ 2 ((_g)l/QEu[IEJ]u>
X

sH
[67] According to the definition (2)

Seant = cart’ 1y = &’ ea,

I

[68]
1
ey’ = —ZFIF‘%.
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[69]
1 -
F7 =P Mean™ +PVey!” = Plell —ihe pEITITT Y.
This is the correct generator of local Lorentz transformations.

[70]
W

TII/ — )
6€[V

[71] This is just the coefficient of &7 in W = W.-ge;, = %—‘géw + g:;‘i o*.

degy

[72]
Tired —T7rel = 0.

[73] The Rosenfeld expression should actually be 7)) = ex7;" hy, ,,. Transcribing
in modern notation this is

T//IK — Tlpeﬁ(‘

[74]
7", = 5;};?} = —eief) 522?} = —656,1)7:7’) =: (—9)'/*T,".
[75] First note that
8(52);/2 = —(—g)"/%l.
Then referring to [47]
‘??EV;’ = —elRWRihe(—g)Y/ For! ( 83 +Q, — %qsy) Y+Rihe(—g) 2P ELTE
and

59,
SEY’

T, = —e)RW + RihcyI! ( aiv +Q, - 2%&5) ¢ + Rihcp EYTH

where W =: (—g)'/2W.
[76] EY = 6v.
[77]

— 0
T, = —§IW + ihegT! — i, ) ¥,
oxv he
where

W = iheyp TP (i — '%@1) W + me2

ozt
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[79]

0
oxo

As noted in [46], the mass term appears with the wrong sign in Rosenfeld’s
matter Lagrangian. The corrected expression is therefore

T'00 — _ihegTe ( . i%%) R

T = —iheyT® ( 0

R i%%) Yo+ me .

Rosenfeld is now interpreting the energy density as arising from a single
particle expectation value, where the 1) are conceived as elements of an L?
Hilbert space. Thus he interprets

T Je =< |H|p >,

with the energy operator

0
H="rope 2 _ ropug, 4 O
1 ox®

The Dirac equation is then Hiy = ih%.

T°, = Rihch* 1 o — e e,
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